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………στη γνώση                              σελ. 1 
 

………………………….το µέλλον θα είναι καλό αν φροντίσεις σωστά τα θέµατα του παρόντος  SLS… 
 

(α + β)² = α² + 2 α β + β² 
(α - β)² = α² - 2 α β + β² 
(α + β)3  = α3  + 3 α²β + 3 α β² + β3 

(α - β)3  = α3  - 3 α²β + 3 α β² - β3 

α² - β²  = (α + β) (α - β) 
α² + β²  = (α + β)² - 2 α β 
α3  + β3   = (α + β)3  - 3 α β (α + β)          
α3 - β3   = (α - β)3 + 3 α β (α - β) 
α3  + β3   = (α + β) (α² - α β + β²)     
α3 - β3   = (α - β) (α² + α β + β²)        
(α + β + γ)² = α² + β² + γ² + 2 α β + 2 α 
γ + 2 β γ 
(α + β + γ)3  = α3  + β3 + γ3  + 3 (α + β) 
(β + γ) (γ + α) 
(χ + α)(χ + β) = χ² + (α + β)χ + αβ 
Ταυτότητα του Euler. 
α3  + β3  + γ3  - 3 α β γ =  
      = (α+β+γ) (α²+β²+γ²-αβ-βγ-γα) 

      = 
2

1
 (α+β+γ) [(α-β)²+(β-γ)²+(γ-α)²] 

αν   α+β+γ = 0  ⇒  α3  + β3  + γ3 = 3 α β γ 
αν   α = β = γ  ⇒   α3  + β3  + γ3 = 3 α β γ 
αν   α3  + β3  + γ3 = 3 α β γ  ⇒  α+β+γ=0                    
                                      ή α=β=γ 
 
αν  - βν  =  
(α - β) (αν-1  + αν-2  β + αν-3  β2+...+ βν-1  )   
γιά  ν  φυσικό. 
    αν  -  βν  =  
(α  - β) (αν-1 - αν-2  β + αν-3  β2-...- βν-1  )   
γιά  ν  άρτιο 
    αν  + βν  =  
(α + β) (αν-1  - αν-2  β + αν-3  β2-...+ βν-1 )   
γιά  ν  περριτό 
Ταυτότητα του Lagrange 
 (α² +β²)(χ²+ψ²)-(αχ + β ψ)2 = (α ψ - β χ)² 
 

……………………………………………………………………………………………………………………………………
Αν α > β καί  β > γ  τότε  α > γ 
α > β    ⇔     α + γ > β + γ     
Αν  γ > 0  τότε  α > β  ⇒α γ > β γ  ,    

                               
γ

β

γ

α
>  

Αν  γ < 0  τότε  α > β   ⇒α γ < β γ  ,    

                                
γ

β

γ

α
<  

Αν  α > β  καί γ > δ   ⇒   α + γ > β + δ 
Δέν µπορούµε να αφαιρέσουµε κατά µέλη 
ανισότητες. 
Δέν µπορούµε να προσθέσουµε κατά µέλη 
ανισότητες  
που δέν έχουν τήν ίδια φορά. 
α > β > 0  καί  γ > δ > 0   ⇒  α γ > β δ 
Δέν µπορούµε να διαιρέσουµε κατά µέλη 
ανισότητες. 
 
Γιά θετικούς αριθµούς α,β καί ν θετικό 
ακέραιο ισχύει 
α > β   ⇔  αν > βν,    α = β   ⇔  αν = βν 
α > β     ⇔     - α < - β 

α > β  καί  γ > 0      ⇒   
γ

β

γ

α
>  

α > β  καί  γ < 0     ⇒   
γ

β

γ

α
<  

 Αν  α,β  οµόσηµοι  

τότε  α < β   ⇔    
βα

11
>  

Αν  κ,λ είναι ακέραιοι θετικοί αριθµοί ισχύει: 
α > 1  καί  κ > λ    ⇒  ακ  > αλ 
 
0 < α < 1  καί  κ > λ  ⇒   ακ  < αλ 
Αν  α,β θετικοί αριθµοί  
ισχύει   α > β  ⇒  α² > β² 
Αν  α,β αρνητικοί αριθµοί ισχύει α > β ⇒  
α² < β² 
Αν  α1, α2, α3,..., αν  ε R  τότε:       

α 1

2 + α 2

2 +...+ α v

2  ≥0 

α 1

2 + α 2

2 +...+ α v

2  = 0 ⇒α1= α2= ... = αν= 0 

α 1

2 + α 2

2 +...+ α v

2  ≤  0 ⇒α1= α2= ... =αν= 0 

Ανισότητα  Bernoulli 
(1 + α)ν≥  1 + ν α        α ≥  -1,     νεΝ 
(1 - α)ν≥    1 - ν α     0 ≤  α < 1,  ν ε Ν 



………στη γνώση                              σελ. 2 
 

………………………….το µέλλον θα είναι καλό αν φροντίσεις σωστά τα θέµατα του παρόντος  SLS… 
 

Δηλαδή    a  = 








<−

=

>

0,

0,0

0,

αα

α

αα

    

Γιά κάθε πραγµατικό αριθµό α, α ≥0 

    καί a > 0  όταν α≠ 0. 

Γιά κάθε πραγµατικό αριθµό α, α = α−  

Γιά κάθε πραγµατικό αριθµό α,  

α ≥  α  καί  α ≥  -α. 

Γιά κάθε πραγµατικό αριθµό α ισχύει: 

 - α ≤  α ≤  α  

α = 0  ⇔   α = 0 

α 2= α² 

Δύο πραγµατικοί αριθµοί έχουν ίσες 
απόλυτες τιµές,  
αν καί µόνο αν είναι ίσοι ή αντίθετοι. 

    α = β ⇔  α = β   ή   α = -β 

 

x  = α  








>−==

=

<

0

00

0

ααν,αxηαx

ααν,

ααν,αδυνατη

  

Αν  θ > 0  τότε  x < θ   ⇔   -θ < χ < θ 

Αν  θ < 0  τότε είναι αδύνατη 
Αν θ > 0  τότε x > θ⇔  χ > θ  ή  χ < -θ 

 

βα  = α β    
β

α

β

α
= ,  β≠ 0 

 v21v21 ................ αααααα =  

βα − ≤ βα + ≤ α + β  

 βα + = α + β   ⇔   α β ≥  0 

βα − ≤ βα − ≤ α + β

0 = 0 

Το σύµβολο   α    έχει νόηµα πραγµατικού  

αριθµού µόνο όταν α  ≥  0 

∀  α  ≥  0   είναι    α  ≥  0 
2α   =   α ,   ενώ   ( ) aα =

2
 

α   β    =    βα  

β

α
   =   

β

α
  

Ισχύει η ισοδυναµία  χ² = α  ⇔    χ = α     

χ, α≥0  

Για να είναι η α   ρητός αριθµός πρέπει 

και αρκεί ο αριθµός α  να είναι τετράγωνο 
ρητού αριθµού. 

Ο αριθµός  α
2
   ορίζεται για κάθε  α²  

γιατί α²  ≥  0. 

Γενικά είναι      α   +   β    βα +≠  

Ισχύουν:   α  =   β     ⇔     α = β 

α  >  β    ⇔   α > β    µε  α,β ≥  0. 

               βα = βα 2  

Ισχύει    χν= α ⇔   χ = v α         

χ,α ε R+  , ν ε Ν
* 

 

Στό σύµβολο v α  το  α λέγεται υπόριζο, καί 

έχει  
νόηµα πραγµατικού αριθµού µόνο όταν α≥0. 

Αν  α ≥  0  τότε  v α ≥  0. 
v 0 = 0 

Αν α ≥  0  τότε  ( v α ) = α  καί   v vα = α 

Γενικά    v vα = α              

αν (ν) άρτιος     v vα =  α                  

αν (ν) περιττός µε  α ≥0. 
 
v αβ = v α  v β     µε α,β≥0 

v

v

v

β

α

β

α
=  µε  α ≥  0 , β > 0 

v kα = ( )kv α      µε  α ≥0 , κ ε Ν 

v vβα  = α v βα        µε  α,β ≥  0 

vkk v αα =          µε  α ≥  0 

vvk k λλ αα = µε  α≥0 

α < β ⇔ v α < v β µε  α,β ≥  0 

v
k321

v
k

v
3

v
2

v
1 ........... αααααααα =  

Ισχύει    ν
µ

ν
µ

µα aav ==  , α>0       
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Γιατί 2)2(])2[()8(])8[()8()8()8()2(22 3

3

3

1

36

2

6

1

26

1

23

1

2

2

3

1

3

1

33

3

−=−=−=−=−======
(αν) αριθµητική πρόοδος  ⇔   αν+1=αν  +  ω 
   αν = α1 + (ν - 1) ω  γιά κάθε ν ε Ν∗ . 
α,β,γ  διαδ όροι αριθµ πρ ⇔2 β = α + γ 

     Sν=
1

2
(α1+αν)ν = [2α1+(ν-1)ω]

2

ν
 

(αν) γεωµετρική πρόοδος⇔αν+1=αν λ  ,λ≠ 0 
      αν = α1 λ

ν-1 
α,β,γ είναι διαδ όροι γεωµ.πρ ⇔  β² = α γ. 

        Sν = α1 
1

1

−

−

λ

λ
ν

  

2

1
321

)v(v
v...

+
=++++  

6

121
321 2222 )v)(v(v

v...
++

=++++  

2

3333

2

1
321 



 +

=++++
)v(v

v...  

βα

αβ
βα

11

2

2 +
≥≥

+
 

 

-1 ≤  ηµω≤1   ⇔     ηµω  ≤  1             -1 ≤συνω≤  1  ⇔     συνω ≤  1                                                 

ηµ²ω + συν²ω = 1        εφω =
συνω

ηµω
 συνω≠ 0    σφω =

ηµω

συνω
   ,ηµω≠ 0       εφω σφω = 1                  

εφω =
σφω

1
               σφω = 

εφω

1
             συν²ω =  

ωεφ 21

1

+
      ηµ²ω =

ωεφ

ωεφ
2

2

1 +
 

ηµχ = ηµθ    ⇔    χ=2κπ+θ  ή  χ=2κπ+π-θ ,  κεΖ 
συνχ= συνθ  ⇔    χ=2κπ+θ  ή  χ=2κπ-θ   ,  κεΖ 
εφχ = εφθ    ⇔   χ=κπ+θ   ,  κεΖ 
σφχ = σφθ   ⇔    χ=κπ+θ   ,  κεΖ 

ηµχ = -1 ⇔  χ = 2κπ +
2

3π
        ηµχ = 0  ⇔  χ = κπ             ηµχ = 1   ⇔χ = 2κπ +

2

π
        

 συνχ = -1 ⇔  χ = 2κπ + π       συνχ = 0  ⇔  χ = κπ +
2

π
        συνχ = 1  ⇔  χ = 2κπ  

ηµχ = συν(
2

π
 - χ)        συνχ = ηµ(

2

π
 - χ)    εφχ = σφ(

2

π
 - χ)          σφχ = εφ(

2

π
 - χ) 

-ηµχ = ηµ(-χ)           -εφχ = εφ(-χ)       -σφχ = σφ(-χ)             -συνχ = συν(π-χ) 
 
ηµ(-ω) = -ηµω           συν(-ω)=  συνω      εφ(-ω) = -εφω             σφ(-ω) = -σφω           
 ηµ(18Ο-ω) =  ηµω    συν(180-ω)= -συνω   εφ(18Ο-ω) = -εφω       σφ(18Ο-ω) = -σφω 

συν(α+β)=συνα συνβ - ηµα ηµβ        συν(α-β)=συνα συνβ + ηµα ηµβ 
ηµ(α+β)=ηµα συνβ +ηµβ συνα         ηµ(α-β)=ηµα συνβ -ηµβ συνα 

εφ(α+β)=
εφβεφα

εφβεφα

−

+

1
                        εφ(α-β)=

εφβεφα

εφβεφα

+

−

1
 

σφ(α+β)=
σφβσφα

σφβσφα

+

− 1
                      σφ(α+β)=

σφασφβ

σφβσφα

−

+ 1
 

 
ηµ2α=2ηµα συνα                                        ηµ3α=3ηµα-4ηµ3α 
συν2α=συν2α-ηµ2α                                      συν3α=4συν3α-3συνα 
             =2συν2α-1 
             =1-2ηµ2α 
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………………………….το µέλλον θα είναι καλό αν φροντίσεις σωστά τα θέµατα του παρόντος  SLS… 
 

                 συν2α=
2

21 ασυν+
                           ηµ2α=

2

21 ασυν−
 

 

B  A  Σ  Ι  Κ  Ο  Σ     Π  Ι  Ν  Α  Κ  Α  Σ 
Γωνία ω          Τριγωνοµετρικοί  αριθµοί 
µοίρες      rad         ηµω       συνω          εφω         σφω 
  0o         0            0          1              0            # 

  30o        
π
6
           

1

2
         

3

2
        

3

3
          3  

  45o        
π
4
          

2

2
        

2

2
         1             1 

  60o        
π
3
          

3

2
         

1

2
         3          

3

3
 

   90o       
π
2
          1            0           #           0 

 

εφ2α=
ασυν

ασυν

21

21

+
−

   σφ2α =
ασυν

ασυν

21

21

−
+

       εφ2α=
αεφ

εφα
2

1

2

−
   σφ2α=

σφα

ασφ

2

12 −
                                          

ηµ2α=
αεφ

εφα
2

1

2

+
               συν2α=

αεφ

αεφ
2

2

1

1

+

−
             εφ2α=

αεφ

εφα
21

2

−
 

ηµα=

2
1

2
2

2 αεφ

α
εφ

+
                συνα=

2
1

2
1

2

2

α
εφ

α
εφ

+

−
               εφα=

2
1

2
2

2 αεφ

α
εφ

−
 

2ηµα συνβ=ηµ(α+β)+ηµ(α-β) 
2συνα συνβ=συν(α+β)+συν(α-β) 
2ηµα ηµβ=συν(α-β)-συν(α+β) 

ηµΑ+ηµΒ=2 ηµ
2

ΒΑ +
 συν

2

ΒΑ −
         ηµΑ-ηµΒ=2 ηµ

2

ΒΑ −
 συν

2

ΒΑ +
 

συνΑ+συνΒ=2 συν
2

ΒΑ +
 συν

2

ΒΑ −
     συνΑ-συνΒ=2 ηµ

2

ΒΑ +
ηµ

2

ΑΒ −
 

Νόµος Ηµιτόνων 
Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ έχουµε   

R
Γηµ

γ

Βηµ

β

Αηµ

a
2===  

Σχόλιο:  Εχουµε  α=2R ηµΑ, β=2R ηµΒ,  γ=2R ηµΓ. 
Νόµος Συνηµιτόνων 
Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ έχουµε    
α2=β2+γ2-2βγσυνΑ 
β2=α2+γ2-2αγσυνΒ 
γ2=α2+β2-2αβσυνΓ 

Σχόλιο:  Εχουµε  συνΑ=
βγ

aγβ

2

222 −+
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………………………….το µέλλον θα είναι καλό αν φροντίσεις σωστά τα θέµατα του παρόντος  SLS… 
 

Συµπεράσµατα για την  
εξίσωση  αχ2+βχ+γ=0 µε  α≠
0, α,β,γεR 

 
Aνάλυση 
τριωνύµου 

 
Πρόσηµο  
τριωνύµου 

Γραφική 
Παράσταση 
Συνάρτησης 
f(x)=αχ2+βχ+γ 

Εχει δύο άνισες  πραγµατικές 
ρίζες                                       
 

Δ > 0 
α2

Δβ
x 2,1

±−
=          

αναλύεται 
α(χ-χ1) 
(χ-χ2) 

a>0 
 

 
a<0 

 
 

α>0  

α<0  
 

Εχει ίσες ρίζες ή  
µια διπλή λύση 

Δ = 0       
α2
β

x0 −=                  

αναλύεται 
α(χ - χο)

2      
α>0 

 
 
α<0 

 
 

α>0  

α<0  
 

 
 
Δ<0  δεν έχει  
πραγµατικές ρίζες 

 
 
Δεν 
αναλύεται 

 

 

α>0 

 
 
α<0 

 
 

α>0  

α<0  
 

 

Η κορυφή της παραβολής  






 ∆
−−

α
β

4
,

2a
K      S=χ1+χ2= - 

β
a
       P=χ1χ2= 

γ
a

 

→

ΑΒ  + ΒΓ
→

= 
→

ΑΓ ,                
→

ΟΒ  - 
→

ΟΑ  = 
→

ΑΒ  

Μ(χΜ,ψΜ) µέσο του ΑΒ τότε      χΜ=
2

BA
xx +

 ,  ψΜ=
2

BA
yy +

 

G βαρύκεντρο ΑΒΓ τότε  χG=
3

ΓBA
xxx ++

 ,  ψG=
3

ΓBA
yyy ++
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→

ΑΒ =(χΒ -χΑ ,ψΒ-ψΑ)    d(Α,Β) =(ΑΒ)= ( ) ( )22

ABAB
yyxx −+−  

→
u //

→
v    (γραµµικώς εξαρτηµένα) ⇔   

22

11

yx

yx
=0  

→

α=(χ,ψ)  τότε   λ=εφφ= 
x

y
 

→

α
→

β = 
→

α
→

β συν(
→

α
∧ →

β )   =      χ1 χ2 +ψ1 ψ2   = 
→

α
→

β =
→

α προβ →
α

→

β  

συν(
→

α
∧ →

β )=
→→

→→

βα

βα
       ⇔    τότε είναι   συν(

→

α
∧ →

β )= 
2

2

2

2

2

1

2

1

2121

yxyx

yyxx

++

+
 

→

α ⊥  
→

β  ⇔  
→

α
→

β =0 

   ε // 
→
v ⇔ λε= εφω = λ ν =

τετµηµενη

τεταγµενη

a

β
=  , )β,α(v =

→
µε α≠ 0  λε= 

xx

yy

ΒΑ

ΒΑ

−

−
=  εφω 

   ε//η  ⇔   λε = λη. αν           ε⊥ η  ⇔   λε  λη = -1. 
 
Η ευθεία που περνά από το Α(xA,yA) και έχει σ.δ λ έχει εξίσωση ε: ψ-ψΑ =λ(χ-χΑ) 
 
Αν ε//ψψ΄τότε η ευθεία που διέρχεται από το Α(xΑ,yΑ) παράλληλη στόν  ψψ΄ είναι x=xΑ.  
 
Αν ε//χχ΄τότε η ευθεία που διέρχεται από το Α(xΑ,yΑ) παράλληλη στόν  χχ΄ είναι  y= yΑ. 
 
Η εξίσωση του άξονα χχ΄  είναι  y = 0. 
 
Η εξίσωση του άξονα ψψ΄  είναι  x = 0. 
 
Η ευθεία που διέρχεται από το Β(0,β) καί έχει συντελεστή διευθύνσεως λ είναι y =λx+β. 
 
Η εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από την αρχή των αξόνων και έχει συντελεστή  διευθύνσεως λ 
είναι     y = λ x. 
 
Κάθε εξίσωση της µορφής  Α x + Β y + Γ = 0 , στην οποία ένας τουλάχιστον από  τούς  
συντελεστές Α καί Β δεν είναι µηδέν, παριστάνει ευθεία. Και αντιστρόφως κάθε ευθεία του επιπέδου 

έχει εξίσωση την παραπάνω µορφή. Αν  Β ≠  0, ο συντελεστής διευθύνσεως είναι λ =  - 
Β

Α
. 

Η απόσταση του Ρ(χ1,ψ1) από την ε:Αχ+Βψ+Γ=0 είναι d(Ρ,ε) = 
22

11

ΒΑ

ΓyΒxΑ

+

++
. 

Το εµβαδό τριγώνου ΑΒΓ είναι   (ΑΒΓ)=
AΓAΓ

ABAB

yyxx

yyxx

−−

−−

2

1
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Εξίσωση κύκλου µε κέντρο Κ(χο, ψο ) καί ακτίνα ρ είναι  (χ - χο)²+(ψ - ψο)² = ρ²                                                                                   
 
Αν το κέντρο του κύκλου είναι η αρχή Ο(0,0) των αξόνων τότε η εξίσωση του είναι:  χ² + ψ² = ρ² 
 
Η  χ² + ψ² + Α χ + Β ψ + Γ = 0   είναι εξίσωση κύκλου αν και µόνο αν Α²+Β²-4 Γ>0. 
 
Η εξίσωση της παραβολής µε κορυφή Ο την αρχή ενός ορθοκανονικού 
συστήµατος και διευθετούσα  δ παράλληλη στόν ψ'ψ είναι:    ψ² = 2 ρ χ 
 
Κάθε εξίσωση της µορφής  ψ = αχ²+βχ+γ  ,  α≠ 0   παριστάνει παραβολή η 

οποία έχει κορυφή    Ο΄(-
α

β

2
,-

α

∆

4
) και άξονα 

συµµετρίας παράλληλο προς τον ψ'ψ. 
 
Η εξίσωση της παραβολής µε κορυφή Ο την αρχή ενός ορθοκανονικού συστήµατος 
και διευθετούσα δ παράλληλη στον x’x  είναι:    χ²=2ρψ      
 

Η  εξίσωση  της  έλλειψης πού η κορυφή της βρίσκεται στή αρχή ενός 
συστήµατος συντεταγµένων και οι εστίες της στον άξονα  χ'χ µε 

εστιακή απόσταση 2γ και σταθερό άθροισµα 2α είναι:     
2

2

α

χ
+

2

2

β

ψ
=1   

όπου  β² = α² - γ² 
 
Η  εξίσωση  της  έλλειψης πού η κορυφή της βρίσκεται στη αρχή ενός 
συστήµατος συντεταγµένων και οι εστίες της στον άξονα  y’yχ  µε εστιακή 

απόσταση 2γ και σταθερό άθροισµα 2α είναι:      
2

2

β

χ
+

2

2

α

ψ
=1   όπου  

β² = α² - γ² 
 

 
Η υπερβολή µε αρχή Ο την αρχή ενός συστήµατος αναφοράς,  τις 
εστίες της πάνω στον  άξονα  χ'χ, µε εστιακή απόσταση 2γ και 
σταθερή διαφορά 2α, έχει εξίσωση:   

2

2

α

χ
-

2

2

β

ψ
=1     όπου  β² = γ² - α² 

   
Η υπερβολή µε αρχή Ο την αρχή ενός συστήµατος αναφοράς,  τις εστίες 
της πάνω στον  άξονα  y’y , µε εστιακή απόσταση 2γ καί σταθερή 
διαφορά 2α, έχει εξίσωση:   

2

2

α

ψ
-

2

2

β

χ
=1     όπου  β² = γ² - α². 
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Η Θεωρία της κατεύθυνσης 

Τι πρέπει να γνωρίζει ο µαθητής από το  Κεφάλαιο Συναρτήσεις 
1. Επανάληψη στο R. 

2. ταυτότητες  

3. εξισώσεις 

4. ανισώσεις  

5. απόλυτα  

6. ρίζες 

7. τριώνυµο 

8. τριγωνοµετρία 

9. πολυώνυµα 

10. αριθµητική – γεωµετρική πρόοδος 

11. εκθετική συνάρτηση 

12. λογάριθµοι 

13. λογαριθµική συνάρτηση 

14. ορισµός συνάρτησης 

15. βασικές έννοιες ορισµών 

16. εύρεση πεδίου ορισµού 

17. Σχέση σηµείων και γραφικής παράστασης συνάρτησης 

18. Η γραφική παράσταση συνάρτηση που τέµνει τους άξονες , κοινά σηµεία 

καµπυλών και πότε µια υπεράνω της άλλης. 

19. Αρτιες, περιττές συναρτήσεις και γεωµετρική ερµηνεία γεωµετρικής παράστασης 

20. Ισότητα συναρτήσεων 

21. πράξεις µε συναρτήσεις 

22. γνησίως µονότονες συναρτήσεις 

23. ακρότατα συνάρτησης 

24. Σύνολο τιµών και εύρεση µε την βοήθεια της µονοτονίας 

25. σύνθεση συναρτήσεων 

26. συναρτησιακές σχέσεις 

27. συνάρτηση «1-1» 

28. αντίστροφη συνάρτηση 

 

Τι πρέπει να γνωρίζει ο µαθητής από το  Κεφάλαιο Ορίων 
1. Η έννοια του ορίου µε προσέγγιση την γραφική παράσταση 

2. ορισµός του ορίου στο  χ0 εR 

3. υπολογισµός ορίου στο  χ0 εR της µορφής  
0

0
 

πολυωνυµικής µορφής, ριζικά 2
α
  τάξης , ριζικά ανώτερης τάξης,  

ριζικά µε απόλυτα 
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4. όριο στο  χ0 εR που τείνει στο άπειρο  






 α
0

 

5. εύρεση παραµέτρων για την ύπαρξη των ορίων 

6. εύρεση ορίων θεωρητικών παραστάσεων 

7. ιδιότητες των ορίων 

8. όριο και διάταξη 

9. το κριτήριο παρεµβολής 

10. τριγωνοµετρικά όρια µε 1
x

x
lim

0x

=
ηµ

→

, 1
x

x
lim

0x

=
εφ

→

 

11. τριγωνοµετρικά όρια µηδενική επί φραγµένη 

12. όριο στο  ∞±  

13. υπολογισµός ορίου στο  ∞±   

πολυωνυµικής µορφής, ριζικά 2
α
  τάξης , ριζικά ανώτερης τάξης,  

ριζικά µε απόλυτα 

14. εύρεση παραµέτρων για την ύπαρξη των ορίων 

15. Συνέχεια συνάρτησης 

16. Θ. Bolzano- Θ. Ενδιάµεσης τιµής-  

Σύνολο τιµών συνεχούς και µονότονης συνάρτησης  

 

Τι πρέπει να γνωρίζει ο µαθητής από το  Κεφάλαιο Παραγώγων 
1. Η έννοια της παραγώγου µε όλους τους δυνατούς συµβολισµούς 

2. Παράγωγος και συνέχεια και εύρεση παραµέτρων σε αντίστοιχες ασκήσεις 

3. Υπολογισµός διαφόρων ορίων που χρειάζονται κάποιο τύπο παραγώγου 

4. Κανόνες παραγώγισης και υπολογισµός παράγωγος τυχαίας συνάρτησης 

5. Εξίσωση εφαπτοµένης 

6. Ευρεση εφαπτόµενης που ικανοποιεί µια ιδιότητα  

7. Ευρεση κοινής εφαπτόµενης στο ίδιο σηµείο ή σε διαφορετικό δύο συναρτήσεων 

και υπολογισµός παραµέτρων 

8. Γεωµετρική ερµηνεία παραγώγου 

9. Παράγωγος σύνθετης συνάρτησης 

10. Κανόνας αλυσίδας και παράγωγος ανωτέρας τάξης 

11. Ρυθµός µεταβολής 

12. Θ. Fermat γεωµετρική του ερµηνεία και εφαρµογή του σε θεωρητικά θέµατα 

13. Θ.Rolle γεωµετρική του ερµηνεία και εφαρµογή του σε θεωρητικά θέµατα 

14. Ευρεση κατάλληλης συνάρτησης για εφαρµογή του Θ.Rolle στην ύπαρξη ρίζας σε 

εξίσωση 

15. Να δείχνει ότι µια εξίσωση έχει: 

το πολύ κ-ρίζες, τουλάχιστον κ-ρίζες, ακριβώς κ-ρίζες. 

16. Θ. Μέσης Τιµής του διαφορικού λογισµού γεωµετρική του ερµηνεία και εφαρµογή 

του σε θεωρητικά θέµατα 

17. Να δείχνει ανισότητες µε την βοήθεια του Θ.Μ.Τ.∆.Λ. 

18. Συνέπειες Θ.Μ.Τ – Σταθερή συνάρτηση 

19. Εύρεση συνάρτησης και ποιος ο τύπος της όταν ικανοποιείται µια σχέση 
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20. Μονοτονία συνάρτησης και εύρεση παραµέτρων ώστε η συνάρτηση να είναι 

γνησίως µονότονη 

21. Τοπικά ακρότατα και πότε η συνάρτηση δεν παρουσιάζει τοπικά ακρότατα. 

22. Εύρεση παραµέτρων ώστε η συνάρτηση να παρουσιάζει τοπικά ακρότατα σε 

δοσµένα σηµεία. 

23. Εξισώσεις που λύνονται µε την µονοτονία και µοναδικότητα ρίζας . 

24. Να αποδεικνύει ανισώσεις µε την βοήθεια της µονοτονίας 

25. Εύρεση συνόλου τιµών 

26. Εύρεση πλήθους ριζών εξίσωσης 

27. Προβλήµατα που αφορούν µέγιστα και ελάχιστα.  

28. Κυρτή και κοίλη συνάρτηση και σηµεία καµπής 

29. Εύρεση παραµέτρων ώστε η συνάρτηση να παρουσιάζει σηµεία καµπής σε 

δοσµένα σηµεία. 

30. Οι κανόνες του de L’ Hospital 

31. Aσύµπτωτες 
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1. Τι ονοµάζουµε πραγµατική συνάρτηση 

Έστω Α ένα 

υποσύνολο του R. 

Ονοµάζουµε 

πραγµατική 
συνάρτηση µε 

πεδίο ορισµού το 
Α µια διαδικασία 

(κανόνα) f , µε την 

οποία κάθε στοιχείο xε A αντιστοιχίζεται σε 

ένα µόνο πραγµατικό αριθµό y. Το y 

ονοµάζεται τιµή της f στο x και 

συµβολίζεται µε f (x) . 

 

Παρατήρηση 

Η συνάρτησης f: Α→Β και xεΒ, y=f(x)εΒ 

Το x λέγεται ανεξάρτητη µεταβλητή ενώ το y λέγεται 

εξαρτηµένη µεταβλητή, τιµή της f στο x, εικόνα του x. 

 

2.  Τι ονοµάζουµε Σύνολο τιµών  

Σύνολο τιµών της συνάρτησης f: Α→Β λέγεται το σύνολο 

εκείνων των στοιχείων του Β που είναι τιµές της συνάρτησης. 

Το σύνολο αυτό το συµβολίζουµε µε f(Α). 

∆ηλαδή: f(Α)={ψεΒ : /χεΑ µε ψ=f(χ) }. 

3. Τι ονοµάζουµε πεδίο ορισµού  
Πεδίο ορισµού θα παίρνουµε το « ευρύτερο υποσύνολο του R µε την ιδιότητα για κάθε χεΑ 

µπορεί να οριστεί ο πραγµατικός αριθµός f(χ)»       ∆ηλαδή  Α={χεR : f(χ)εR }. 

 

4.Πώς ορίζεται η Γραφική παράσταση συνάρτησης 
Εστω η συνάρτηση f:Α→Β µε πεδίο ορισµού το σύνολο Α. Κάθε xεΑ µε την εικόνα του 

y=f(x) δηµιουργεί ένα ζεύγος τιµών το (x,y) που είναι οι συντεταγµένες ενός σηµείου M(x,y) 

στο καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων. Το σύνολο (Cf) των σηµείων που θα δηµιουργηθεί 

πάνω στο επίπεδο Οχψ το λέµε γραφική παράσταση της συνάρτησης f. 

 

Παρατηρήσεις  
1. Εστω (Cf) η γραφικής παράστασης   της συνάρτησης f:Α→Β. 

Η εξίσωση της µορφής ψ=f(χ) λέγεται εξίσωση της γραφικής παράστασης (Cf) της 

συνάρτησης f. 
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Ένα σηµείο Μ(α,β) ανήκει στη Cf  αν και µόνο αν οι συντεταγµένες του σηµείου 

ικανοποιούν την εξίσωση της συνάρτησης f, δηλαδή:     Μ(α,β)ε Cf ⇔β=f(α) 

2. Η γραφικής παράστασης   της συνάρτησης f κόβεται από ευθεία 

παράλληλη προς τον  άξονα ψ΄ψ το πολύ σε ένα σηµείο, και αυτό 

γιατί σε κάθε χ του Α αντιστοιχίζεται ένας πραγµατικός αριθµός f(χ). 

∆ηλαδή δεν υπάρχουν σηµεία της γραφικής παράστασης της 

συνάρτησης f που να έχουν ίδια τετµηµένη. 

3. Αν µια γραµµή (C) κόβεται από ευθεία παράλληλη προς τον άξονα ψ΄ψ 

το λιγότερο σε  δύο σηµεία, τότε η (C) δεν είναι γραφική παράσταση 

συνάρτησης, γιατί γνωρίζουµε ότι σε µία συνάρτηση σε κάθε χ του πεδίου 

ορισµού αντιστοιχίζεται µόνο ένας πραγµατικός αριθµός f(χ), δηλαδή δεν 

υπάρχουν σηµεία της γ.π µε την ίδια τετµηµένη. 

4. Όταν δίνεται η γραφική παράσταση 
f

C  µιας συνάρτησης f, τότε: 

α) Το πεδίο ορισµού της f είναι το σύνολο Α των τετµηµένων των σηµείων της 
f

C . 

β) Το σύνολο τιµών της f είναι το σύνολο f(A)  των τεταγµένων των σηµείων της 
f

C . 

γ) Η τιµή της f στο 
0

x A∈  είναι η τεταγµένη του σηµείου τοµής της ευθείας 
0

x x=  και 

της 
f

C  

  
5. Η γραφική παράσταση της ψ=-f(χ) είναι συµµετρική της ψ=f(χ) 

ως προς τον χ΄χ.  

6. Η γραφική παράσταση της ψ=f(-χ) είναι συµµετρική της ψ=f(χ) 

ως προς τον y’y. 

7. Η γραφική παράσταση της ψ=-f(-χ) είναι συµµετρική της 

ψ=f(χ) ως προς την αρχή αξόνων. 

8. Η γραφική παράσταση της ψ=f(χ)+c, c>0 είναι ίδια µε την 

ψ=f(χ) µετατοπισµένη κατά c µονάδες πάνω. 

9. Η γραφική παράσταση της ψ=f(χ)-c, c>0 είναι ίδια µε την ψ=f(χ) µετατοπισµένη κατά c 

µονάδες κάτω. 

10. Η γραφική παράσταση της ψ=f(χ-c), c>0 είναι ίδια µε την ψ=f(χ) µετατοπισµένη κατά c 

µονάδες δεξιά. 

11. Η γραφική παράσταση της ψ=f(χ+c), c>0 είναι ίδια µε την ψ=f(χ) µετατοπισµένη κατά c 

µονάδες αριστερά. 

12.  Η γραφική παράσταση της )x(fy =  αποτελείται από τα 

τµήµατα της Cf   που βρίσκονται πάνω από τον x΄x και από 

τα συµµετρικά ως προς τον x΄x των τµηµάτων της Cf  που 

βρίσκονται κάτω από τον άξονα 

αυτόν. 

13. Η γραφική παράσταση της )( xfy =  
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αποτελείται από τα τµήµατα της Cf   που βρίσκονται σε 1
ο
  και 4

ο
 τεταρτηµόριο  και  από 

τα συµµετρικά αυτών ως προς τον y΄y .  

Οι συναρτήσεις xyxy == ,  

14. Τα σηµεία που η γραφική παράσταση µιας συνάρτησης f που τέµνει τον χ΄χ οι 

τετµηµένες αυτών αποτελούν ρίζες της εξίσωσης f(χ)=0. ∆ηλαδή   f(κ)=f(λ)=f(µ)=0. 

15. Εστω οι συναρτήσεις f,g µε εξισώσεις ψ=f(x)(1), ψ=g(x)(2) και γραφικές παραστάσεις  Cf 

, Cg, αντίστοιχα. 

Για να βρούµε σε ποια σηµεία η Cf   τέµνει τον χχ΄ θέτουµε ψ=0 στην (1) και εξετάζουµε 

αν έχει λύση ως προς χ. 

16. Για να βρούµε σε ποια σηµεία η Cf   τέµνει τον ψψ΄ θέτουµε χ=0 στην (1) και εξετάζουµε 

αν έχει λύση ως προς ψ. 

17. Η λύση (οι ρίζες) της εξίσωσης f(χ)=0 µας δίνει τιµές του χ, δηλαδή τετµηµένες των 

σηµείων  που η γραφική παράσταση Cf τέµνει τον χχ΄. 

18. Οι συντεταγµένεςτων σηµείων τοµής των Cf , Cg, προκύπτουν από τη λύση του 

συστήµατος των εξισώσεών τους  




=

=

)x(gy

)x(fy
.Για να µην τέµνονται δύο γραφικές 

παραστάσεις πρέπει το σύστηµα των εξισώσεων τους να είναι αδύνατο. 

19. Το διάστηµα ή τα διαστήµατα των τετµηµένων των σηµείων που η Cf  βρίσκεται υπεράνω 

του χχ΄ προκύπτουν από τη λύση της ανίσωσης f(χ)>0. 

20. Το διάστηµα ή τα διαστήµατα των τετµηµένων των σηµείων που η Cf  βρίσκεται κάτω 

του χχ΄ προκύπτουν από τη λύση της ανίσωσης f(χ)<0. 

21. Το διάστηµα ή τα διαστήµατα των τετµηµένων των σηµείων που η Cf  βρίσκεται υπεράνω 

της Cg,  προκύπτουν από τη λύση της ανίσωσης f(χ)>g(x). 

22. Το διάστηµα ή τα διαστήµατα των τετµηµένων των σηµείων που η Cf  βρίσκεται κάτω 

της Cg,  προκύπτουν από τη λύση της ανίσωσης f(χ)<g(x). 

23. Μια εξίσωση f(χ)=0 έχει µία µόνο ρίζα, τότε αποδεικνύουµε πρώτα, ότι έχει µία 

τουλάχιστον (µε την βοήθεια του Θ.Bolzano για την f  ή βρίσκουµε την αρχική της f την 

F και εφαρµόζουµε Θ. Rolle για την F) και µετά τη µοναδικότητα (µε την βοήθεια της 

µονοτονίας ή µε άτοπο). 

24. Μια εξίσωση έχει το πολύ δύο ρίζες, τότε αποδεικνύουµε ότι δεν έχει περισσότερες από 

δύο (αυτό γίνεται συνήθως µε άτοπο). 

25. Μια εξίσωση έχει ακριβώς δύο ρίζες, τότε αποδεικνύουµε ότι έχει δύο ρίζες και µε την είς 

άτοπο απαγωγή, ότι δεν έχει περισσότερες. 

 

5. Πότε δύο συναρτήσεις f και g είναι ίσες. 
∆ύο συναρτήσεις f και g λέγονται ίσες όταν:  

• έχουν το ίδιο πεδίο ορισµού Α και 

• για κάθε x  ε A ισχύει f (x) = g(x) . 

Σχόλιο: Μπορεί δύο συναρτήσεις να µην έχουν τον ίδιο τύπο και 

να είναι ίσες. 

 

2007 - 2008O 

2012E - 2014O 

2016 
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 Πράξεις µε συναρτήσεις: 

Αν δύο συναρτήσεις f,g ορίζονται και οι δύο σε ένα συνολο Α τότε ορίζονται οι 

συναρτήσεις 

α. Το άθροισµα  S=f+g, µε S(χ)=f(χ)+g(χ), χεΑ  

β. Η διαφορά  D=f-g, µε D(χ)=f(χ)-g(χ), χεΑ  

γ. Το γινόµενο P=f g, µε P(χ)=f(χ)g(χ), χεΑ  

δ. Το πηλίκο  R=
g

f
, µε R(x)=

)x(g

)x(f
,  χεΑ και g(x)≠ 0 

Αν η f ορίζεται στο Α και η g στο Β τότε οι  f+g,f-g,fg ορίζονται στο BA ∩ (κοινό 

µέρος ), ενώ η 
g

f
 ορίζεται στο })x(g/x{BA 0=−∩  

 

Αρτιες - Περιττές συναρτήσεις 
Η συνάρτηση f:Α→Β λέγεται άρτια όταν για κάθε χεΑ ισχύουν : 

 -χεΑ και f(-χ)=f(χ). 

Παρατηρήσεις 
 Το πεδίο ορισµού µιάς άρτιας συνάρτησης είναι διάστηµα ή διαστήµατα συµµετρικά ως 

προς το µηδέν. 

 Κάθε άρτια συνάρτηση έχει γραφική παράσταση µε άξονα συµµετρίας τον ψ΄ψ. 

 

 

Η συνάρτηση f:Α→Β λέγεται περιττή όταν για κάθε χεΑ ισχύουν :  

-χεΑ και   f(-χ)=-f(χ). 

 

Παρατηρήσεις 

 Το πεδίο ορισµού µιάς περιττής συνάρτησης είναι διάστηµα ή διαστήµατα συµµετρικά ως 

προς το µηδέν. 

 Κάθε περιττή συνάρτηση έχει γραφική παράσταση µε κέντρο συµµετρίας την αρχή των 

αξόνων. 

 Αν f:Α→Β είναι περιττή συνάρτηση και 0εΑ τότε 

f(0)=-f(0) ⇔  2f(0)=0 ⇔  f(0)=0 

που σηµαίνει ότι η γραφική παράσταση της f περνά από το σηµείο Ο(0,0). 

 

 

 

 

6. Τι ονοµάζουµε σύνθεση της f µε την g. 
Έστω οι συναρτήσεις  f:A  →  R , g:Β  →  R.  

Θεωρούµε το σύνολο Α΄={ χεΑ: f(χ)εΒ } και έστω Α΄

∅≠ . 
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Στο χ του Α΄ αντιστοιχίζεται µε την f ο αριθµός f(χ)εΒ, στο στοιχείο f(x) του B 

αντιστοιχίζεται µε την g ο αριθµός g(f(x)) τότε η συνάρτηση µε την οποία σε κάθε χεΑ’ 

αντιστοιχίζεται ο αριθµός g(f(x)) λέγεται συνθεση της f µε την g και συµβολίζεται gοf.      

∆ηλαδή για κάθε  χεΑ’  µε  (gοf)(x)=g(f(x)).  

 

Σχόλια 

Η σύνθεση των συναρτήσεων δεν είναι πάντα ορισµένη και : 

∆εν είναι αντιµεταθετική gοf≠ fοg(Υπάρχουν περιπτώσεις που ισχύει f(x)=x, g(x)=x. 

Eιναι προσεταιριστική  fο(gοh)=(fοg)οh. 

 

7. Πότε µια συνάρτηση λέγεται“γνησίως αύξουσα συνάρτηση” και πότε “γνησίως 

φθίνουσα συνάρτηση” . 
Εστω η συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού το Α και ∆ ένα διάστηµα του Α. Θα λέµε ότι: 

Η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα ∆ και θα συµβολίζουµε  

όταν για κάθε χ1,χ2 ε∆ ισχύει :  χ1<χ2 ⇒ f(χ1)<f(χ2). 

Η συνάρτηση f είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα ∆ και θα συµβολίζουµε  

όταν για κάθε χ1,χ2 ε∆ ισχύει :  χ1<χ2 ⇒ f(χ1)>f(χ2). 

Η συνάρτηση f είναι αύξουσα στο διάστηµα ∆ και θα συµβολίζουµε ↑  

όταν για κάθε χ1,χ2 ε∆ ισχύει :  χ1<χ2 ⇔ f(χ1) ≤ f(χ2). 

Η συνάρτηση f είναι φθίνουσα στο διάστηµα ∆ και θα συµβολίζουµε ↓  

όταν για κάθε χ1,χ2 ε∆ ισχύει :  χ1<χ2 ⇔ f(χ1) ≥ f(χ2). 

Με απόδειξη ισχύουν και τα αντίστροφα των παραπάνω. 

 

1 244 344
  ∆

  Ο

  (a)

  x2  x1   x

  y

  f (x2)

  f (x1)

                       
1 244 344

  ∆

  Ο   x2  x1

  f (x1)

  f (x2)

  x

 25  y

  (β)  
Σχόλια 

Αλλάζουµε την φορά µιας ανίσωσης όταν: 

• Πολλαπλασιάζουµε τα µέλη της µε αρνητικό αριθµό. 

• Όταν αντιστρέφουµε τους όρους µιας ανίσωσης που αποτελείται από οµόσηµα 

µέρη. 

• Όταν υψώνουµε σε άρτια δύναµη όρους αρνητικούς 

µιας ανίσωσης. 

Μια συνάρτηση µπορεί να έχει το ίδιο είδος µονοτονίας 

σε δύο διαστήµατα όχι όµως και στη ένωση των 

διαστηµάτων. 

• 

 

 f (x2) 

 f (x1) 

 x2  x1  O  x 

 
y

x
=

1

 

 y 

 

2007O  
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Παρατηρούµε ότι η 
x

y
1

=  είναι γνησίως φθίνουσα κατά διαστήµατα και όχι στην ένωση των 

διαστηµάτων. 

8. Τι ονοµάζουµε “µέγιστο”, “ελάχιστο”, συνάρτησης 
Εστω µία συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού το Α και  χ0εΑ, θα λέµε ότι: 

Η συνάρτηση f παρουσιάζει ελάχιστο στο χ0  όταν για κάθε χεΑ είναι f(χ) ≥  f(χ0). 

Η τιµή f(χ0) λέγεται ελάχιστο της συνάρτησης f. 

Η συνάρτηση f παρουσιάζει µέγιστο στο χ0  όταν για κάθε χεΑ είναι f(χ) ≤  f(χ0). 

Η τιµή f(χ0) λέγεται µέγιστο της συνάρτησης f. 

 (a)
 C f

 f (x0)

 f (x)

 O

 x

 y

 x0 x

             (β)

 C f

 f (x0)

 f (x)

 O

 x

 y

 x0  x

 27

 
 

9. Πότε µια συνάρτηση λέγεται 1-1 
Μία συνάρτηση f:Α →R λέγεται ''1-1,, (ένα πρός ένα) όταν γιά κάθε χ1 , χ2 ε Α   

µε χ1 ≠ χ2  είναι f(χ1)≠ f(χ2 )   ή ισοδύναµα αν είναι f(χ1) = f(χ2) τότε χ1 = χ2  . 

 

 Σχόλια 

Αν η συνάρτηση  f:A→R είναι 1-1 τότε  για  στοιχείο  y του συνόλου τιµών της f υπάρχει  

µόνο ένα x ε Α µε y=f(x). 
Αυτό σηµαίνει  ότι  δεν υπάρχουν σηµεία της γραφικής παράστασης µε την ίδια  τεταγµένη 

και εποµένως κάθε οριζόντια ευθεία  τέµνει  την γραφική παράσταση µιας συνάρτησης 1-1 

το πολύ σ'ένα σηµείο.  

Για κάθε στοιχείο y του συνόλου τιµών της η εξίσωση yxf =)(  έχει ακριβώς µια λύση 

ως προς x. 

 

10. Κάθε γνησίως µονότονη συνάρτηση είναι συνάρτηση ΄1-1΄  

Το αντίστροφο του θεωρήµατος δεν ισχύει δηλαδή µπορεί η f να είναι 

‘1-1» χωρίς να είναι γνησίως µονότονη. 

 Η συνάρτηση η συνάρτηση 
x , x 0

g(x) 1
, x 0

x

 ≤


= 
>

   

11.Πως ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση 
Έστω µια 1-1 συνάρτηση f:A  →  R µε σύνολο τιµών f(A). Τότε 

ορίζεται µια νέα συνάρτηση από το f(A) στο Α τέτοια ώστε, αν η f 

αντιστοιχίζει το x στο y, αυτή να αντιστοιχίζει το y στο x.Η συνάρτηση 

αυτή λέγεται αντίστροφη  της f και συµβολίζεται µε f 
-1

. 

Εποµένως ισχύει η ισοδυναµία:          y=f(x)   ⇔    x=f 
-1

 (y) 

 

 g 

 f 

 f(A)  A 

 y=f (x)  g(y)=x 

 

2004O  - 2010E 

2014 

2003O –2005E 

2012O – 2015E 

2018  
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Σχόλιο: Το πεδίο ορισµού της f
-1

 είναι το σύνολο τιµών της f, f(A) και σύνολο 

τιµών το πεδίο ορισµού Α της f . 

 

12. ∆είξτε ότι οι γραφικές παραστάσεις C  και C ′  των συναρτήσεων  f  και 1−f  

είναι συµµετρικές ως προς την ευθεία xy =  που διχοτοµεί τις γωνίες xOy  και yOx ′′ . 

Ας πάρουµε τώρα µια 11−  συνάρτηση  f  και ας θεωρήσουµε τις 

γραφικές παραστάσεις C και C ′  των  f  και της 1−f  στο ίδιο 

σύστηµα αξόνων .).  

Επειδή xyfyxf =⇔= − )()( 1 ,αν ένα σηµείο ),( βαM  ανήκει στη 

γραφική παράσταση C της  f , τότε το σηµείο ),( αβΜ ′  θα ανήκει 

στη γραφική παράσταση C ′  της 1−f  και αντιστρόφως. Τα 

σηµεία, όµως, αυτά είναι συµµετρικά ως προς την ευθεία που 

διχοτοµεί τις γωνίες xOy  και yOx ′′  yOx ′′ . Εποµένως:  

Οι γραφικές παραστάσεις C  και C ′  των συναρτήσεων  f  και 1−f  είναι συµµετρικές ως 

προς την ευθεία y=x που διχοτοµεί τις γωνίες xOy  και yOx ′′  

 

Παρατήρηση 

Οι αντίστροφες συναρτήσεις έχουν το ίδιο είδος µονοτονίας. 

Επίσης  (fof
-1

)(x)=f(f
-1

(x))=x,   xεf(A)     και  (f
-1

of)(x)=f
-1

 (f (x))=x,   xεA    

 

 

 

Προτάσεις µε απόδειξη για να χρησιµοποιηθούν  

• Οι συναρτήσεις f,f
-1

 αν υπάρχουν έχουν το ίδιο είδος µονοτονίας. 

Εστω f   στο Α τότε f «1-1» άρα υπάρχει η f
-1

 και ας υποθέσουµε ότι υπάρχουν 

y1,y2εf(A) µε y1<y2 και f
-1

(y1)>f
-1

(y2) ⇒  f(f
-1

(y1))>f(f
-1

(y2)) ⇒  y1> y2 , Ατοπο. 

άρα για κάθε y1,y2εf(A) µε y1<y2 και f
-1

(y1)<f
-1

(y2), άρα f
-1

 στο f(Α). 

Όµοια αν f γνησίως φθίνουσα. 

 

 

• Αν f τότε οι εξισώσεις f(x)=f
-1

(x) και f(x)=x είναι ισοδύναµες (έχουν τις ίδιες 

λύσεις), δηλαδή τα κοινά σηµεία των Cf,  Cf
-1

 βρίσκονται πάνω στην y=x. 
►Εστω ότι υπάρχει x1εΑ : f(x1)=f

-1
(x1) θα δείξω f(x1)= x1. 

Εστω ότι  f(x1)≠ x1. Τότε f(x1)> x1 ή  f(x1)< x1. 

Εστω f(x1)> x1, επειδή f  ⇒ f
-1

 τότε f
-1

 (f (x1))>f
-1

(x1) ⇒  x1> f
-1

(x1) ⇒  x1> f(x1), 

Ατοπο 

Οµοια αν f(x1)< x1 καταλήγουµε σε Ατοπο. Αρα f(x1)= x1. 
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►Εστω ότι υπάρχει x1εΑ : f(x1)= x1  θα δείξω f(x1)=f
-1

(x1)). 

Είναι f(x1)= x1  ⇒  f
-1

(f(x1))= f
-1

(x1) ⇒  x1= f
-1

(x1) ⇒  f(x1)=f
-1

(x1). 

 

• Αν f  στο ∆ τότε ισχύει η ισοδυναµία για κάθε x1,x2εA  x1<x2 ⇔  f(x1)<f (x2) 

►Εστω ότι x1<x2 ⇒  f(x1)<f (x2) γιατί η  f . 

►Είναι  η  f  και f(x1)<f (x2)  θα δείξω ότι  x1<x2 . 

Για τα x1,x2 µπορούν να ισχύουν: 

1
ο
   x1=x2  ⇒  f(x1)=f (x2), Ατοπο. 

2
ο
  x1>x2  ⇒  f(x1)>f (x2), Ατοπο. 

3
ο
  x1<x2   άρα ισχύει. 

 

 

Γωνία ευθείας µε τον χχ΄ 

Γωνία ω που σχηµατίζει µιά ευθεία (ε) µε τον χχ΄, η οποία τον τέµνει στό Α, λέµε 

την γωνία που διαγράφει η ηµιευθεία Αχ όταν στραφεί γύρω από το Α κατά την 

θετική φορά (κίνηση αντίθετη των δεικτών του ρολογιού) µέχρι να ταυτισθεί µε την 

ευθεία (ε). 

Αν η ευθεία είναι παράλληλη µε τον χχ΄ τότε 

θα θεωρούµε ως 

γωνία  ω = 0.                                                

                                                                                                     

            

            

Γραφική 

παράσταση της 

συνάρτησης  f(χ)=α χ + β 

Η γραφική παράσταση της συνάρτησης   

f(χ)=α χ + β είναι µία ευθεία µε εξίσωση 

ψ=αχ+β, η οποία τέµνει τον ψ΄ψ στο σηµείο (0,β) και 

σχηµατίζει γωνία ω µε τον χ΄χ τέτοια ώστε  α=εφω.   

Ο αριθµός α λέγεται συντελεστής διεύθυνσης της 

ευθείας (ε). 

Αν  α>0  τότε  0
ο
<ω< 90

ο
 

Αν  α<0 τότε   90
 ο
 <ω<180

ο
                                                 

Αν  α=0  τότε  ω=0
ο
.                                                                            

Η ευθεία  ψ=αχ 

Η ευθεία ψ=αχ διέρχεται από την αρχή  αξόνων και έχει συντελεστή διεύθυνσης α. 

Ειδικότερα 

Αν  α=1, τότε έχουµε ψ=χ και εκφράζει την διχοτόµο του 1
ου

 , 3
ου

 τεταρτηµορίου. 

Αν  α=-1, τότε έχουµε ψ=-χ και εκφράζει την διχοτόµο του 2
ου

 , 4
ου

 τεταρτηµορίου. 
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Συνθήκες παραλληλίας και καθετότητας 

Οι διακεκριµένες 

ευθείες  ε:ψ=α1χ+β1 και 

η:ψ=α2χ+β2 είναι 

παράλληλες αν καί µόνο αν 

οι συντελεστές διεύθυνσης 

αυτών είναι ίσες, δηλαδή    

 ε//η  ⇔   α1 = α2. 

 

Οι διακεκριµένες 

ευθείες  ε:ψ=α1χ+β1 και η:ψ=α2χ+β2 είναι κάθετες αν και µόνο αν  οι συντελεστές 

διεύθυνσης αυτών έχουν γινόµενο -1 , δηλαδή  ε⊥ η ⇔   α1 α2=-1. 

 
1. Προσέχουµε πάντα τα χ για τα οποία ορίζεται µία συνάρτηση ή µία συναρτησιακή σχέση. 

Αν δεν µας δίνονται πρέπει να τα βρίσκουµε. 

2. Η µονοτονία µιας συνάρτησης αναφέρεται σε κάποιο διάστηµα ή σύνολο. Αν γράψουµε ότι 

η συνάρτηση είναι γνησίως µονότονη, χωρίς να αναφέρουµε το σύνολο στο οποίο αυτό 

συµβαίνει, τότε θεωρούµε ότι η συνάρτηση είναι γνησίως µονότονη στο πεδίο ορισµού της. 

3. Για το πεδίο ορισµού της ))(()( xgfxh =  λαµβάνουµε υπόψιν ότι gDx ∈  ώστε fDxg ∈)( . 

4. Αν το σύνολο τιµών της )(xg  περιέχεται στο πεδίο ορισµού της )(xf  τότε το πεδίο ορισµού 

της ))(()( xgfxh =  συµπίπτει µε το πεδίο ορισµού της )(xg . 

5. Αν µας δίνεται ο τύπος  ....))(( =xgf  και γνωρίζουµε την )(xg  τότε κάνουµε 

αντικατάσταση… ...)( =⇔= xyxg  και βρίσκουµε τον τύπο της f  (: ....)( =yf ) 

6. Αν µας δίνεται ο τύπος ....))(( =xgf  και γνωρίζουµε την )(xf  τότε στην )(xf  βάζουµε όπου 

χ το )(xg  και εξισώνουµε τις δύο ισότητες ....))(( =xgf  οι οποίες προκύπτουν ….. κατόπιν 

βρίσκουµε εύκολα την )(xg . 

7. Αν οι gf ,  έχουν το ίδιο είδος µονοτονίας τότε η σύνθεση της g µε την f  , δηλαδή η fog , 

είναι γνησίως αύξουσα. (Απόδειξη εύκολη µε βάση τον ορισµό). 

8. Αν οι gf ,  έχουν διαφορετικό  είδος µονοτονίας τότε η σύνθεση της g µε την f  , δηλαδή η 

fog , είναι γνησίως φθίνουσα. (Απόδειξη εύκολη µε βάση τον ορισµό). 

9. Αν µια συνάρτηση είναι γνησίως µονότονη στο πεδίο ορισµού της τότε θα είναι και «1 – 

1»  οπότε θα ορίζεται η αντίστροφή της και επίσης : κάθε εξίσωση της µορφής kxf =)(   θα 

έχει το πολύ µια ρίζα στο πεδίο ορισµού της f . 
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10. Αν µια συνάρτηση είναι γνησίως µονότονη σε ένα διάστηµα ∆ και σε κάποιο χο του ∆ 
µηδενίζει τότε στο σηµείο αυτό θα αλλάζει πρόσηµο.  
Βρίσκουµε το πρόσηµό της χρησιµοποιώντας τον ορισµό της µονοτονίας. 

11. Η αντίστροφη συνάρτηση 1−f  της συνάρτησης f  ορίζεται µόνο αν η f  είναι «1-1» και 

έχει πεδίο ορισµού το σύνολο τιµών της f .  Είναι γνησίως µονότονη, η 1−f ,  στο σύνολο 

τιµών της f  αν η f  είναι γνησίως µονότονη στο πεδίο ορισµού της και έχει το ίδιο είδος 

µονοτονίας. 

Για κάθε y που ανήκει στο σύνολο τιµών της f  υπάρχει µοναδικό x που ανήκει στο 

πεδίο ορισµού   της f  ώστε:   xyfyxf =⇔= − )()( 1  , εφόσον ορίζεται η 1−f . 

• xxff =− ))(( 1  Για κάθε x που ανήκει στο σύνολο τιµών της f , εφόσον ορίζεται η 1−f  

• xxff =− ))((1  Για κάθε x που ανήκει στο πεδίο ορισµού της f , εφόσον ορίζεται η 1−f  

Οι γραφικές παραστάσεις των 1, −ff , εφόσον ορίζεται η 1−f , είναι συµµετρικές ως 

προς την διχοτόµο 1
ου

 και 3
ου

 τεταρτηµορίου δηλαδή την ευθεία ψ=χ. 

Το (χο , ψο) ανήκει στην γραφική παράσταση της f  ⇔  f (χο)=ψο και εφόσον η f  

αντιστρέψιµη , 1−⇔ f (ψο)=χο ⇔  το (ψο , χο) ανήκει στην γραφική παράσταση της 1−f .  

Βέβαια απαιτείται και χο στοιχείο του πεδίου ορισµού της f . 

Αν η γραφική παράσταση της f  τέµνει την ψ=χ σε ένα σηµείο τότε και η γραφική 

παράσταση της 1−f  θα τέµνει την ψ=χ στο ίδιο σηµείο. 

Οι γραφικές παραστάσεις των 1, −ff  θα τέµνονται µόνο πάνω στην ψ=χ αν η f  είναι 

γνησίως αύξουσα  κάτι που δεν ισχύει αν η f  δεν είναι γνησίως αύξουσα. 

12. Αν ένας αριθµός κ ανήκει στο σύνολο τιµών µιας συνάρτησης  f  τότε η εξίσωση 

kxf =)(  θα έχει ρίζα στο πεδίο ορισµού της f , υπάρχει χο στο πεδίο ορισµού της f  

ώστε: kxf o =)(  

13. Από την ισότητα )()( βα ff =  µπορούµε να συµπεράνουµε α = β , εφόσον γνωρίζουµε ότι η 

συνάρτηση f  είναι «1-1» ή γνησίως µονότονη στο σύνολο όπου υπάρχουν τα α, β. 

14.  Όταν µια συνάρτηση δεν είναι «1-1» τότε υπάρχουν α, β στο πεδίο ορισµού της για τα 

οποία ισχύει   )()( βα ff =  ενώ α ≠  β. 

 

 

Βασικές γραφικές παραστάσεις 
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Απαντήστε αν είναι Σωστά ή Λάθος τα παρακάτω 

1. Αν οι συναρτήσεις f και g ορίζονται και οι δύο σε ένα σύνολο Α, τότε και η 

συνάρτηση S=f+g  ορίζεται στο ίδιο σύνολο. 

2. Αν οι συναρτήσεις f και g ορίζονται και οι δύο σε ένα σύνολο Α, τότε και η 

συνάρτηση S=
g

f
 ορίζεται πάντοτε ακριβώς στο ίδιο σύνολο. 

3. Για κάθε συνάρτηση f, µε βxα)x(f += , όπου R∈βα , , ισχύει ότι: 

 έχει σύνολο τιµών το R. 
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4. Για κάθε συνάρτηση f, µε βxα)x(f += , όπου R∈βα , , ισχύει ότι: 

έχει γραφική παράσταση µια ευθεία, η οποία τέµνει και τους δύο άξονες 

συντεταγµένων. 

5. Υπάρχει συνάρτηση f: RR → , ώστε η Cf να τέµνει τον άξονα y´y σε δύο διαφορετικά 

σηµεία. 

6. Υπάρχει συνάρτηση f: RR → , ώστε η Cf να τέµνει τον άξονα x´x σε “άπειρα” σηµεία. 

7. Ο κύκλος είναι γραφική παράσταση της συνάρτησης 22 xρ)x(f −= , όπου ρ>0. 

8. Η προβολή των σηµείων της Cf στον άξονα y΄y δίνει το σύνολο τιµών της συνάρτησης 

f. 

9. Aν η εξίσωση f(x)=0 είναι αδύνατη, τότε η Cf τέµνει τον άξονα x΄x τουλάχιστον σε 

ένα σηµείο. 

10. Η Cf, µιας συνάρτησης f, που είναι γνησίως αύξουσα στο R, τέµνει τον άξονα x´x το 

πολύ σε ένα σηµείο. 

11. Η γραφική παράσταση κάθε συνάρτησης f: RR →  τέµνει τον άξονα x'x  σε 

πεπερασµένο πλήθος σηµείων. 

12. Οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f και g, µε xe)x(f =  και xe)x(g −= , είναι 

συµµετρικές ως προς τον άξονα y'y . 

13. Αν η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισµού το διάστηµα ),( ∞+0 , τότε και η συνάρτηση g, 

µε 
)x(f

)x(g
1

= , έχει πεδίο ορισµού το ),( ∞+0 . 

14. Όλες οι ευθείες έχουν  συντελεστή διεύθυνσης. 

15.  Μια ευθεία κάθετη στον άξονα yy΄ έχει συντελεστή διεύθυνσης α=0. 

16.  ∆ύο ευθείες που έχουν ίσους συντελεστές διεύθυνσης είναι παράλληλες. 

17.  Η ευθεία y=2004 έχει συντελεστή διεύθυνσης α=2004. 

18. Η ευθεία y=λχ+κ περνά από την αρχή των αξόνων µόνο αν κ=0. 

19.  Η ευθεία y=λχ περνά από την αρχή των αξόνων µόνο αν το λ είναι διάφορο του 0. 

20.  Οι ευθείες y=12χ+2004 και y=12 δεν µπορούν να είναι παράλληλες. 

21.   ∆ύο ευθείες είναι παράλληλες µόνο αν έχουν ίσους συντελεστές διεύθυνσης. 

22. Για την ευθεία y=αχ+β, αν α>0, τότε 0<ω<45
0
. 

23.  Η ευθεία y=αχ+β, όταν είναι ω=0 ισούται µε y=β. 

24.  Η ευθεία y=-χ διχοτοµεί τη γωνία του 1
ου

 τεταρτηµορίου. 

25. Η γραφική παράσταση µιας συνάρτησης f µπορεί να περνά από τα σηµεία (1,3) και 

(1,2). 

26.  Αν οι συναρτήσεις f και g τέµνονται στο σηµείο µε συντεταγµένες  (κ,λ), τότε ισχύει 

f(κ)=g(κ)=λ. 

27. Μια συνάρτηση γνησίως µονότονη είναι πάντα γνησίως αύξουσα. 

28. Μια συνάρτηση f λέγεται γνησίως αύξουσα σε ένα διάστηµα ∆ του πεδίου ορισµού 

της όταν για οποιαδήποτε χ1 ,χ2ε∆ µε χ1>χ2 ισχύει  f(χ1)<f(χ2). 

29. Μια συνάρτηση f λέγεται γνησίως φθίνουσα σε ένα διάστηµα ∆ του πεδίου ορισµού 

της όταν για οποιαδήποτε χ1 ,χ2ε∆ µε χ1>χ2 ισχύει  f(χ1)<f(χ2). 

30. Για κάθε συνάρτηση f, µε βxα)x(f += , όπου Rβ,α ∈ , ισχύει ότι: αν 0≠α , είναι 

γνησίως µονότονη στο R. 
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31. Αν η f είναι γνησίως αύξουσα, τότε η –f είναι γνησίως φθίνουσα. 

32. Αν η f είναι γνησίως φθίνουσα, τότε η f
2
 είναι γνησίως αύξουσα. 

33. H συνάρτηση 
x

)x(f
2

=  είναι γνησίως φθίνουσα στο πεδίο ορισµού της. 

34. Οι συναρτήσεις f,g είναι γνησίως αύξουσα και γνησίως φθίνουσα στο R αντίστοιχα 

τότε η fog είναι γνησίως αύξουσα. 

35. Η 
)x(f

)x(g
1

=  µε f(x)<0 είναι γνησίως αύξουσα αν η f είναι γνησίως φθίνουσα 

36. Ισχύει ότι: ( ) x)x(ff =−1o , για κάθε x στο σύνολο τιµών της f. 

37. Αν οι συναρτήσεις f,g RR →  είναι «1-1» τότε και η fog είναι «1-1». 

38. Αν για την f ισχύει (fof)(x)=3x-2 στο R τοτε f(1)=0. 

39. Για κάθε συνάρτηση f, µε βxα)x(f += , όπου Rβ,α ∈ , ισχύει ότι: 

είναι αντιστρέψιµη. 

40. Αν η συνάρτηση f: R),( →∞+0  είναι ¨1-1¨, τότε η εξίσωση )e(f)e(f x 312

=−  έχει δύο 

λύσεις. 

41. Αν η συνάρτηση f: RR →  είναι ¨1-1¨, τότε το σχήµα των Cf και Cf-1 έχει άξονα 

συµµετρίας. 

42. Η συνάρτηση f: RR →  είναι ¨1-1¨, όταν κάθε οριζόντια ευθεία τέµνει τη Cf σε ένα 

ακριβώς σηµείο. 

43. Το πεδίο ορισµού της f
-1

 είναι ίδιο µε το πεδίο ορισµού της f. 

44. Αν η f είναι 1-1, τότε η εξίσωση f(x)=0 έχει το πολύ µια ρίζα. 

45. Αν η f είναι 1-1, είναι και γνησίως µονότονη. 

46. Αν η συνάρτηση f είναι 1-1, τότε ισχύει ότι: yx)y(f)x(f =⇔= , για κάθε 
f

Dy,x ∈ . 

47. Αν µια συνάρτηση είναι άρτια τότε είναι και «1-1». 

48. Αν µια συνάρτηση f είναι “1-1” και περιττή τότε  και η f
-1

 είναι περιττή. 

49. Αν µια συνάρτηση f είναι περιττή και έχει µέγιστο τότε θα έχει και ελάχιστο.  

50. Αν η συνάρτηση f είναι άρτια, τότε η συνάρτηση –f είναι περιττή. 

51. Αν για τη συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού τον R ισχύει ότι  f(x)+f(-x)=0, τότε η f είναι 

περιττή. 

52. Oι συναρτήσεις f,g είναι γνησίως φθίνουσες στο R τότε η fog είναι γνησίως αύξουσα. 

53. Αν (fofof)(x)-(fof)(x)=2004x τότε f(0)=0. 

54. Αν η f είναι γνησίως µονότονη, τότε: f(x)<f(y)⇔ x<y. 

55. Αν η f είναι γνησίως αύξουσα, τότε η –f είναι γνησίως φθίνουσα. 

56. Αν η f είναι γνησίως φθίνουσα, τότε η f
2
 είναι γνησίως αύξουσα. 

57. Κάθε γνησίως µονότονη συνάρτηση είναι και 1-1. 

58. Η συνάρτηση f(χ)==-1821χ+1 είναι γνησίως φθίνουσα.  

59. Η συνάρτηση f(χ)=2004χ-10 είναι γνησίως αύξουσα.  

60. Η σύνθεση δύο συναρτήσεων, που έχουν κοινό πεδίο ορισµού το R  και είναι ¨1-1¨, 

είναι  

επίσης ¨1-1¨. 

61. Υπάρχει συνεχής συνάρτηση f, µε πεδίο ορισµού ένα διάστηµα ∆, αλλά το σύνολο 

τιµών της δεν είναι διάστηµα. 
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62. Η συνάρτηση βxα)x(f += , µε R∈βα , , είναι γνησίως µονότονη. 

63. Oι ανισώσεις 0>
)x(B

)x(A
 και Α(χ) Β(χ)>0 είναι ισοδύναµες.  

64. Η ελάχιστη τιµή της συνάρτησης f(χ)=χ
2
-8χ+12 είναι 4.   

65. Η συνάρτηση f(χ)=χ
2
+4χ+5 έχει µέγιστο το 1.  

66. Η συνάρτηση f(χ)=χ
2
+4χ+5 παρουσιάζει µέγιστο στο -2.  

67. Αν για το τριώνυµο f(χ)=αχ
2
+βχ+γ<0 για κάθε χεR τότε α<0.   

68. Αν f(χ)=-χ
2
+2χ+3, τότε : f(20202020202)>0.  

69. Αν για το τριώνυµο f(χ)=αχ
2
+βχ+γ ισχύει: αf(2002)<0, τότε  αυτό έχει δύο ρίζες 

πραγµατικές και άνισες.  

70. Το τριώνυµο f(χ)=-χ
2
+χ-1 διατηρεί το πρόσηµό του για κάθε χεR.  

71. Η ανίσωση (χ
2
-4)(χ

2
-χ)(χ

2
+χ+1)>0 είναι ισοδύναµη µε την  (4χ- χ

3
)( 1 -χ)>0.  

72. Το πεδίο ορισµού της 
1

2004

23 +−−
=

xxx
)x(f  είναι το (-1,-∞ ). 

73. Το πεδίο ορισµού της 
2016

x
)x(f =  είναι το R-{2016} 

74. Για κάθε περιττή συνάρτηση f ισχύει ότι f(0)=0. 

75. H γραφική παράσταση µιάς  περιττής συνάρτησης έχει άξονα συµµετρίας τον yy΄. 

76. Κάθε σταθερή συνάρτηση ορισµένη στο R είναι άρτια. 

77. Για να ορίζεται το πηλίκο δύο συναρτήσεων το πεδίο ορισµού της είναι η τοµή των 

πεδίων ορισµών. 

78. Η γραφική παράσταση της )x(f  είναι πάνω από τον x’x. 

79. Μια «1-1» συνάρτηση είναι γνησίως µονότονη. 

80. Ισχύει πάντα fog=gof αν ορίζονται οι συναρτήσεις. 

81. Ισχύει πάντα (fo(gοh))=((fog)oh) αν ορίζονται οι συναρτήσεις. 

82. Αν f είναι γνησίως µονότονη στα ∆1,∆2 µε το ίδιο είδος µονοτονίας, τότε θα είναι και 

στο ∆1U∆2. 

83. Κάθε «1-1» είναι γνησίως µονότονη. 

84. Κάθε «1-1» και συνεχής συνάρτηση είναι γνησίως µονότονη. 

85. Αν η f δεν είναι «1-1» συνάρτηση τότε δεν είναι γνησίως µονότονη. 

86. Αν η f είναι άρτια τότε είναι «1-1». 

87. Αν υπάρχει η f
-1

 τότε η f δεν είναι «1-1». 

88. Οι γραφικές παραστάσεις των f
-1

 και f είναι συµµετρικές ως προς την y=-x. 

89. Κάθε γνησίως µονότονη έχει το πολύ µια ρίζα. 

90. Κάθε γνησίως µονότονη έχει πάντα ακριβώς µια ρίζα. 

91. Αν f
2
(x)=f(x)g(x) τότε πάντα f(x)=0 ή f(x)=g(x).  

92. Αν f
2
(x)=2exf(x) τότε µόνο f(x)=2e

x
. 

93. Αν η εξίσωση f(x)=k έχει µοναδική λύση τότε η f είναι «1-1». 

94. Αν f:A�f(A) τότε f(f
-1

(x))=x για κάθε xεΑ. 

95. Η σταθερή συνάρτηση f(x)=c≠0 έχει αντίστροφη την 
c

1
)x(g =  . 

96. Οι συναρτήσεις f και (f
-1

)
-1

 είναι ίσες. 

97. Αν η f γνησίως φθίνουσα τα κοινά σηµεία των f  και f
-1

 βρίσκονται µόνο στην y=x. 
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98. Αν ορίζεται η fog και είναι «1-1» τότε και η g είναι «1-1». 

99. Αν ορίζεται η fog και η g είναι «1-1» τότε και η fog είναι «1-1». 

100. Κάθε τοπικό ελάχιστο είναι µικρότερο από κάθε τοπικό µέγιστο. 

101. Τα τοπικά ακρότατα είναι ολικά ακρότατα. 

102. Τα ολικά ακρότατα είναι τοπικά ακρότατα. 

103. Το µεγαλύτερο από τα τοπικά ακρότατα είναι το µέγιστο της συνάρτησης. 

104. Στο [α,β] για την συνάρτηση f υπάρχει πάντα ακρότατο. 

105. Αν το π.ο της f είναι το (α,β) τότε η f δεν έχει ακρότατα. 

106. Αν το π.ο της f είναι το [α,β] τότε η f έχει ακρότατα. 

107. Αν το π.ο της f είναι το [α,β] και είναι συνεχής τότε η f δεν έχει ακρότατα. 

108. Σε κάθε «1-1» συνάρτηση κάθε οριζόντια ευθεία το πολύ σε ένα σηµείο τέµνει την 

γραφική παράσταση της συνάρτησης. 

109. Στο [α,β] για την παραγωγίσιµη συνάρτηση f υπάρχει πάντα ακρότατο. 

110. Για την παραγωγίσιµη συνάρτηση f στο [α,β] και υπάρχει ακρότατο στο xoε[α,β] τότε  

 f ΄(xo)=0. 

111. Για την παραγωγίσιµη συνάρτηση f στο [α,β] και υπάρχει ακρότατο στο xoε(α,β) τότε  

 f ΄(xo)=0. 

112. Για την συνεχή συνάρτηση f στο [α,β] και υπάρχει ακρότατο στο xoε(α,β) τότε  

 f ΄(xo)=0. 

113. Αν το (α,β) είναι το σύνολο τιµών της f τότε δεν έχει ακρότατα. 
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εκθετικές 

βγάζω κοινό παράγοντα την 
µεγαλύτερη βάση 

x�-∞  
βγάζω κοινό παράγοντα την 
µικρότερη βάση 

Γενικά µε σχήµα 

Λογαριθµικές Υπολογίζω εσωτερικά την 
παράσταση και µετά µε σχήµα 

τριγωνοµετρικές Μηδενική επί φραγµένη 

Νταβανοπάτωµα 
κατασκευαστικά 

 

Σχόλια στα όρια 
Για να αναζητήσουµε το όριο της  f  στο 

0
x , πρέπει η  f  να ορίζεται όσο θέλουµε 

“κοντά στο 
0

x ”, δηλαδή η f να είναι ορισµένη σ’ ένα σύνολο της µορφής

0 0
(α,x ) (x ,β)∪  ή 

0
(α,x )  ή 

0
(x ,β) . 

Το 
0

x  µπορεί να ανήκει στο πεδίο ορισµού της συνάρτησης (Σχ. 39α, 39β) ή να 

µην ανήκει σ’ αυτό . 

Η τιµή της f στο 
0

x , όταν υπάρχει, µπορεί να είναι ίση µε το όριό της στο 
0

x   

(Σχ. 39α) ή διαφορετική από αυτό.  

 f (x)

 f (x)

f x( )0 = l

 (a)

 O  x0  x x  x

 y

    
 f(x0)

 (β)

 f(x)

 f(x)

 O  x0

 l

 x x  x

 y

     

 

 (γ) 

 f(x) 

 f(x) 

 O  x0 

 l  

  

 x  x  x 

 y 
39 

 

Γενικές  Ιδιότητες  των  ορίων 
1. Αν µια συνάρτηση έχει όριο στο χ0 αυτό είναι µοναδικό. 

2. ( ) 0l)x(fliml)x(flim
00 xxxx

=−⇔=
→→

 

3. l)hx(fliml)x(flim 0
0hxx 0

=+⇔=
→→

 

4. l)x(flim)x(fliml)x(flim
000 xxxxxx

==⇔=
−+ →→→

 

Ποια πρόταση συνδέει το όριο της f  στο 
o

x και τα πλευρικά όρια της f  στο 
o

x ; 

Απάντηση 

Ισχύει ότι : Αν µια συνάρτηση f είναι ορισµένη σε ένα σύνολο της µορφής 

0 0
(α,x ) (x ,β)∪ , τότε ισχύει η ισοδυναµία: 

0x x
lim f(x) l
→

=  ⇔  
0 0x x x x

lim f(x) lim f(x) l
− +→ →

= =  

Τους αριθµούς 
0

lim ( )
x x

f x
−→

 και 
0

lim ( )
x x

f x
+→

 τους λέµε πλευρικά όρια της  f  στο 0x  

και συγκεκριµένα αριστερό και δεξιό όριο της  f  αντίστοιχα. 

5. 0
xx

xxlim
0

=
→
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6. cclim
0xx

=
→

 

Πότε λέµε ότι µια συνάρτηση f  έχει κοντά στο 
o

x  µια ιδιότητα  Ρ ; 

Μια συνάρτηση f λέµε ότι έχει κοντά στο 
0

x  µια ιδιότητα Ρ, όταν ισχύει µια 

από τις παρακάτω τρεις συνθήκες: 

α) Η f είναι ορισµένη σε ένα σύνολο της µορφής 
0 0

(α,x ) (x ,β)∪  και στο σύνολο 

αυτό έχει την ιδιότητα Ρ. 

β) Η f είναι ορισµένη σε ένα σύνολο της µορφής 
0

(α,x ) , έχει σ’ αυτό την 

ιδιότητα Ρ, αλλά δεν ορίζεται σε σύνολο της µορφής 
0

(x ,β) . 

γ) Η f είναι ορισµένη σε ένα σύνολο της µορφής 
0

(x ,β) , έχει σ’ αυτό την 

ιδιότητα Ρ, αλλά δεν ορίζεται σε σύνολο της µορφής 
0

(α,x ) . 

 

 

 

7. 0)x(f0)x(flim
0xx

>⇒>
→

 κοντά στο χ0. (πρόσηµο συναρτήσεων και όρια) 

(Αν  f(x)>0 κοντά στο χ0 τότε  0)x(flim
0xx

≥
→

) 

8. 0)x(f0)x(flim
0xx

<⇒<
→

 κοντά στο χ0. 

9. )x(glim)x(flim)x(g)x(f
00 xxxx →→

≤⇒≤  κοντά στο χ0. (διάταξη και όρια) 

10. Αν υπάρχουν τα όρια των συναρτήσεων f και g στο χ0 τότε: 

[ ] )x(glim)x(flim)x(g)x(flim
000 xxxxxx →→→

+=+ (πράξεις συναρτήσεων και όρια) 

11. [ ] )x(flimk)x(fklim
00 xxxx →→

=    για κάθε σταθερά κεR. 

12. [ ] )x(glim)x(flim)x(g)x(flim
000 xxxxxx →→→

=  

13. 0)x(g,
)x(g

)x(f

)x(g

)x(f
lim

lim

lim
lim

0

0

0

0 xx

xx

xx

xx

≠=
→

→

→

→

 

14. )x(flim)x(flim
00 xxxx →→

=  

15. k
xx

k

xx
)x(flim)x(flim

00 →→
= , εφόσον 0)x(f ≥  κοντά στο χ0. 

16. [ ]
v

xx

v

xx
)x(flim)x(flim

00








=

→→
 µε  νεΝ

*
. 

17. vv

xx 0
0

xxlim =
→
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13.Αν υπάρχουν τα όρια των συναρτήσεων f και g στο χ0 τότε: 

[ ] )x(glim)x(flim)x(g)x(flim
000 xxxxxx →→→

+=+  

[ ] )x(flimk)x(fklim
00 xxxx →→

=    για κάθε σταθερά κεR. 

[ ] )x(glim)x(flim)x(g)x(flim
000 xxxxxx →→→

=  

 

Το αντίστροφο του θεωρήµατος δεν ισχύει δηλαδή µπορεί να υπάρχει το [ ])x(g)x(flim
0xx

+
→

χωρίς να υπάρχουν τα )x(g),x(f limlim
00 xxxx →→

. 

14.Όριο  πολυωνύµου )()(lim 0
0

xPxP
xx

=
→

. 

 Έστω τώρα το πολυώνυµο  01

1

1)( αxαxαxαxP ν

ν

ν

ν ++++= −
− L    και   R∈0x . 

Σύµφωνα µε τις παραπάνω ιδιότητες έχουµε: 

)(lim)(lim 0

1

1
00

αxαxαxP ν

ν

ν

ν
xxxx

+++= −
−→→

L 0
0

1

1
00

lim)(lim)(lim αxαxα
xx

ν

ν
xx

ν

ν
xx →

−
−→→

+++= L 0
0

1

0
1

0

limlimlim αxαxα
xx

ν

xx
ν

ν

xx
ν →

−

→−→
+++= L

)( 00

1

010 xPαxαxα ν

ν

ν

ν =+++= −
− L .Εποµένως )()(lim 0

0

xPxP
xx

=
→

. 

 

15. Όριο ρητής συνάρτησης 
)(

)(

)(

)(
lim

0

0

0 xQ

xP

xQ

xP

xx
=

→
,   εφόσον   0)( 0 ≠xQ  

Έστω η ρητή συνάρτηση 
)(

)(
)(

xQ

xP
xf = , όπου )(xP , )(xQ  πολυώνυµα του x και Rx 0 ∈  µε 

0)( 0 ≠xQ . Τότε,   
)(

)(

)(lim

)(lim

)(

)(
lim)(lim

0

0

0

0

00 xQ

xP

xQ

xP

xQ

xP
xf

xx

xx

xxxx
===

→

→

→→
. 

Εποµένως,
 )(

)(

)(

)(
lim

0

0

0 xQ

xP

xQ

xP

xx
=

→
,   εφόσον   0)( 0 ≠xQ  

16. Να διατυπώσετε το κριτήριο παρεµβολής 

Έστω οι συναρτήσεις hgf ,, . Αν 

       • )()()( xgxfxh ≤≤  κοντά στο 0x  και 

       • l==
→→

)(lim)(lim
00

xgxh
xxxx

, 

Τότε                      l=
→

)(lim
0

xf
xx

. 

 

17. Τι ονοµάζουµε ακολουθία (α ν) και πότε θα λέµε ότι έχει όριο το lεR 

Ακολουθία ονοµάζεται κάθε πραγµατική συνάρτηση α:Ν*�R. 

2016E 
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Θα λέµε ότι η ακολουθία )( να  έχει όριο το ∈l R και θα γράφουµε l=
∞→ ν

ν
αlim , όταν για 

κάθε 0>ε , υπάρχει *

0 N∈ν  τέτοιο, ώστε για κάθε 0νν >  να ισχύει 

εα ν <− || l  

 

Σχόλιο: Πώς υπολογίζουµε το όριο της σύνθετης συνάρτησης f go  στο 
o

x ; 

Αν θέλουµε να υπολογίσουµε το όριο της σύνθετης συνάρτησης f go  στο σηµείο 
0

x , 

δηλαδή το 
0x x

lim f(g(x))
→

, τότε εργαζόµαστε ως εξής: 

1. Θέτουµε u g(x)= . 

2. Υπολογίζουµε (αν υπάρχει) το 
0

0 x x
u lim g(x)

→
=  και 

3. Υπολογίζουµε (αν υπάρχει) το 
0u u

 lim f(u)l
→

= . 

Αν 
0

g(x) u≠  κοντά στο 
0

x , τότε το ζητούµενο όριο είναι ίσο µε l , δηλαδή ισχύει: 

0 0

lim ( ( )) lim ( )
→ →

=
x x u u

f g x f u  

 

 

1. Αν η συνάρτηση f είναι µηδενική στο x0 ( 0)x(flim
0xx

=
→

) και η g  φραγµένη 

σε µια περιοχή του x0 ,τότε και η fg είναι µηδενική στο x0. 

2. Αν είναι 0)x(flim
0xx

=
→

 και  )x(f)x(g ≤  σε µια περιοχή του x0 ,τότε 

και 0)x(glim
0xx

=
→

 

3. Ισχύει ότι  Rεxxxηµ ∀≤  

4. Ισχύει ότι  )
2

,0[xxxx
π

ε∀εφ≤≤ηµ  

5. Ισχύει ότι  )
2

,
2

(xxxx
ππ

−ε∀εφ≤≤ηµ  

6. Ισχύει ότι  0xlim
0x

=ηµ
→

   και   1xlim
0x

=συν
→

   .  

7. 0
xx

xηµxηµlim
0

=
→

   και   0
xx

xσυνxσυνlim
0

=
→

 

8. 1
x

xηµ
lim

0x
=

→
,    1

x

xεφ
lim

0x
=

→
,  0

x
1xσυν

lim
0x

=
−

→
, 1

xk

)xk(ηµ
lim

0x
=

→
 

9. Οριο σύνθετης συνάρτησης 

)u(flim))x(g(flim
00 uuxx →→

=   όπου  u=g(x)  και  )x(glimu
0xx

0
→

=  µε  ou)x(g ≠  κοντά 

στο xo. 

10. 0)x(f)x(flim
0xx

>⇒+∞=
→

 κοντά στο χ0. 
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11. 0)x(f)x(flim
0xx

<⇒−∞=
→

 κοντά στο χ0. 

12. +∞=⇒+∞=≤
→→

)x(glim)x(flimκαι)x(g)x(f
00 xxxx

 

13. −∞=⇒−∞=≤
→→

)x(flim)x(glimκαι)x(g)x(f
00 xxxx

 

14. [ ] −∞=−⇒+∞=
→→

)x(flim)x(flim
00 xxxx

 

15. [ ] +∞=−⇒−∞=
→→

)x(flim)x(flim
00 xxxx

 

16. 0
)x(f

1
lim)x(flim

00 xxxx
=⇒±∞=

→→
 

17. +∞=⇒>=
→→ )x(f

1
limxστοάκοντ0)x(f,0)x(flim

00 xx
0

xx
 

18. −∞=⇒<=
→→ )x(f

1
limxστοάκοντ0)x(f,0)x(flim

00 xx
0

xx
 

19. +∞=⇒±∞=
→→

)x(flim)x(flim
00 xxxx

 

20. +∞=⇒+∞=
→→

k

xxxx
)x(flim)x(flim

00

 

21. +∞=
→

2
0x x

1
lim και   +∞=

→
v2

0x x

1
lim  

22. +∞=
+→ x

1
lim

0x

και   +∞=
+

→ + 1v2
0x x

1
lim  

18. −∞=
−→ x

1
lim

0x

και   −∞=
+

→ − 1v2
0x x

1
lim

 
 

 

Το όριο της f  

είναι 

  αεR αεR ∞+   ∞−  ∞+  ∞−  

Το όριο της g  

είναι 
∞+  ∞−  ∞+  ∞−  ∞−  ∞+  

Τότε το όριο της 

f+g  είναι 
∞+  ∞−    ∞+  ∞−        ;      ; 

 

Το όριο της f  

είναι 

α>0 α<0 α>0  α<0   0   0 ∞+
 

∞+
 

 
∞−

 

 
∞−

 

Το όριο της g  

είναι 
∞+  ∞+   ∞−   ∞−  ∞+

 
 

∞−
 

∞+
 

 
∞−

 

∞+
 

 
∞−

 

Τότε το όριο 

της f g  είναι 
∞+   ∞−   ∞−  ∞+     ;   ; ∞+

 
 

∞−
 

 
∞−

 

∞+
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Aπροσδιόριστες µορφές   

 (+∞)-(+∞),  0( ∞± ), ±∞1 , 00  , 0)(±∞ ,   
∞±
∞±

,
0

0
, 

0

∞±
 

 

Ορια Συνάρτησης στο άπειρο 

1. +∞=
+∞→

v

x
xlim        και         0

x

1
lim v

x
=

+∞→
 

 

2. 




∞−

∞+
=

−∞→ περιτοςναν,

αρτιοςναν,
xlim v

x
       και         0

x

1
lim v

x
=

−∞→
 

 

Για τα όρια στο +∞ , -∞  ισχύουν οι γνωστές ιδιότητες των ορίων στο χ0 µε την 

προυπόθεση ότι οι συναρτήσεις είναι ορισµένες σε κατάλληλα σύνολα και δεν 

καταλήγουν σε απροσδιόριστη µορφή. 

3. Ρ(χ)=αν χ
ν
+αν-1 χ

ν-1
+…+α1 χ+ α0   τότε  )xα(lim)x(Plim ν

ν
xx +∞→+∞→

= , 

)xα(lim)x(Plim ν
ν

xx −∞→−∞→
=  

4. 
01

1k
1k

k
k

01
1ν

1ν
ν

ν

βxβ...xβxβ

αxα...xαxα
)x(f

++++

++++
=

−
−

−
− ,  0β,0α kν ≠≠    

τότε  )
xβ

xα
(lim)x(flim k

k

ν
ν

xx +∞→+∞→
= ,   )

xβ

xα
(lim)x(flim k

k

ν
ν

xx −∞→−∞→
=  

5. Αν α>1 τότε   

0αlim x

x
=

−∞→
, +∞=

+∞→

x

x
αlim , −∞=

→
xloglim α

0x
, 

+∞=
+∞→

xloglim α
x

  

6. Αν 0<α<1 τότε   

+∞=
−∞→

x

x
αlim , 0αlim x

x
=

+∞→
, +∞=

→
xloglim α

0x
, 

−∞=
+∞→

xloglim α
x

  

7. e
x

1
1lim

x

x
=








+

+∞→
,  xx xe1ex1 +≤≤+ ,  

1
x

1e
lim

x

0x
=

−
→

,  1
1x

xln
lim

1x
=

−→
, 1xxln −≤ . 

 

Σχόλια 
● Για να αναζητήσουµε το όριο µιας συνάρτησης f στο +∞ , πρέπει η f να είναι ορισµένη 

σε διάστηµα της µορφής ( , )α +∞ . 

● Για να αναζητήσουµε το όριο µιας συνάρτησης f στο −∞ πρέπει η f να είναι ορισµένη 

σε διάστηµα της µορφής ( , )−∞ β . 
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● Για τα όρια στο +∞ , −∞  ισχύουν οι γνωστές ιδιότητες των ορίων στο 
0

x  µε την 

προϋπόθεση ότι: — οι συναρτήσεις είναι ορισµένες σε κατάλληλα σύνολα και 

— δεν καταλήγουµε σε απροσδιόριστη µορφή 

 

 

18. Πότε λέµε ότι µια συνάρτηση f είναι συνεχής στο xo. 
 Εστω µια συνάρτηση f και χ0 ένα σηµείο του πεδίου ορισµού της. Θα λέµε ότι η f είναι 

συνεχής στο χ0 , όταν  )x(f)x(flim 0
xx 0

=
→

. 

Σχόλια 
α) Σύµφωνα µε τον παραπάνω ορισµό, µια συνάρτηση  f  δεν είναι συνεχής σε ένα 

σηµείο 
0

x  του πεδίου ορισµού της όταν: 

i) ∆εν υπάρχει το όριό της στο 
0

x  ή 

ii) Υπάρχει το όριό της στο 
0

x , αλλά είναι διαφορετικό από την τιµή της, 
0

f(x ) , στο 

σηµείο 
0

x . 

β) Μία συνάρτηση f που είναι συνεχής σε όλα τα σηµεία του πεδίου ορισµού της, θα 

λέγεται, συνεχής συνάρτηση.  

 γ) — Κάθε πολυωνυµική συνάρτηση Ρ είναι συνεχής, αφού για κάθε xoεR  ισχύει

0
0x x

lim P(x) P(x )
→

= . 

    — Κάθε ρητή συνάρτηση P

Q
 είναι συνεχής, αφού για κάθε 

0
x  του πεδίου ορισµού της 

ισχύει    
0

0

x x
0

P(x )P(x)
lim

Q(x) Q(x )→
= . 

    — Οι συναρτήσεις ( ) ηµ=f x x  και ( ) συν=g x x  είναι συνεχείς, αφού για κάθε 0x ∈  

ισχύει 
0

0x x
lim ηµx ηµx
→

=  και 
0

0x x
lim συνx συνx
→

= . 

    — Οι συναρτήσεις ( ) = xf x α  και ( ) log=
α

g x x , 0 1< ≠α  είναι συνεχείς. 

 

 

19.Πότε µια συνάρτηση είναι συνεχής στο Αf 
Μια συνάρτηση f θα λέµε ότι είναι συνεχής στο πεδίο ορισµού της , όταν είναι 

συνεχής σε κάθε σηµείο του Αf. 

 

 

20 .Πότε µια συνάρτηση είναι συνεχής στο (α,β) 

Μια συνάρτηση f  θα λέµε ότι είναι συνεχής σε ένα ανοικτό διάστηµα (α,β), όταν είναι 

συνεχής σε κάθε σηµείο του (α,β). 

 

 

21.Πότε µια συνάρτηση είναι συνεχής στο [α,β] 

2001O – 2006O –

2009E -2010O 

2015 

2001O – 2004E 

2008  - 2012  

2015O  - 2017 
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Μια συνάρτηση f  θα λέµε ότι είναι συνεχής σε ένα κλειστό διάστηµα [α,β], όταν είναι 

συνεχής σε κάθε σηµείο του (α,β) και επιπλέον )α(f)x(flim
αx

=
+→

, )β(f)x(flim
βx

=
−→

. 

 

Παρατηρήσεις 
1. Αν f,g είναι συνεχής στο xo και cεR τότε είναι συνεχής στο xo µε την προυπόθεση ότι 

ορίζονται σε ένα διάστηµα που περιέχει το xo οι συναρτήσεις: f+g, cf, fg, f/g, f , f . 

2. Αν η f είναι συνεχής στο xo και η g συνεχής στο f(xo) τότε η σύνθεση της gof είναι 

συνεχής στο xo . 

3. Αν η f είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ και δεν µηδενίζεται σε αυτό, τότε διατηρεί 

σταθερό πρόσηµο στο ∆. 

4. Μια συνεχής συνάρτηση f διατηρεί σταθερό πρόσηµο σε κάθε ένα από τα διαστήµατα 

στα οποία οι διαδοχικές ρίζες της f χωρίζουν το πεδίο ορισµού της. 

 

 

22. Να διατυπώστε το Θεώρηµα του  Bolzano και ποια η γεωµετρική του σηµασία; 

Εστω µια συνάρτηση f, ορισµένη σε ένα κλειστό διάστηµα [α,β]. Αν 

• Η f είναι συνεχής στο [α,β] και επιπλέον ισχύει 

• f(α) f(β)<0 

τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον χ0ε(α,β) τέτοιο ώστε f(χ0)=0. 

∆ηλαδή υπάρχει µια τουλάχιστον, ρίζα της εξίσωσης f(χ)=0 

στο ανοικτό διάστηµα (α,β). 

Στο διπλανό σχήµα έχουµε τη γραφική παράσταση µιας 

συνεχούς συνάρτησης  f  στο ],[ βα . Επειδή τα σηµεία 

))(,( αfαA  και ))(,( βfβB  βρίσκονται εκατέρωθεν του άξονα 

xx ′ , η γραφική παράσταση της  f  τέµνει τον άξονα σε ένα 

τουλάχιστον σηµείο. 

23. Το αντίστροφο του θεωρήµατος δεν ισχύει δηλαδή µπορεί µια συνάρτηση να έχει ρίζα 

σε ένα διάστηµα (α,β), τότε δεν είναι υποχρεωτικά συνεχής και ούτε τα f(α) ,f(β) είναι 

υποχρεωτικά ετερόσηµα 

—  Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ και δε µηδενίζεται σ’ αυτό, 

τότε αυτή ή είναι θετική για κάθε x ∈ ∆  ή είναι αρνητική για κάθε x ∈ ∆ , δηλαδή 

διατηρεί πρόσηµο στο διάστηµα ∆.  

— Μια συνεχής συνάρτηση  f  διατηρεί πρόσηµο σε καθένα από το διαστήµατα στα 

οποία οι διαδοχικές ρίζες της  f  χωρίζουν το πεδίο ορισµού της. 

 x

 y

 ρ5

 ρ4 ρ3

 ρ2

 ρ1

 +

 − −
 +

 −
 +

66

 

 
′′x0 

′x0

 
x0

 y

 B(β, f (β))

 Α(α, f (α)) f (a)

 f (β)

 O  β

 a
 x

64

 

2013O – 2014E  
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Αυτό µας διευκολύνει στον προσδιορισµό του προσήµου της  f  για τις διάφορες τιµές 

του x. Συγκεκριµένα, ο προσδιορισµός αυτός γίνεται ως εξής: 

α) Βρίσκουµε τις ρίζες της  f. 

β) Σε καθένα από τα υποδιαστήµατα που ορίζουν οι διαδοχικές ρίζες, επιλέγουµε έναν 

αριθµό και βρίσκουµε το πρόσηµο της  f  στον αριθµό αυτό. Το πρόσηµο αυτό 

είναι και το πρόσηµο της  f  στο αντίστοιχο διάστηµα. 

 

24. Να διατυπώστε το Θεώρηµα των ενδιαµέσων τιµών και αποδείξτε το. 

Εστω µια συνάρτηση f, ορισµένη σε ένα κλειστό διάστηµα [α,β]. Αν 

• Η f είναι συνεχής στο [α,β] και  

• f(α) ≠  f(β) 

τότε για κάθε αριθµό η µεταξύ των f(α) και f(β) υπάρχει ένας τουλάχιστον χ0ε(α,β) τέτοιο 

ώστε f(χ0)=η. 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

Ας υποθέσουµε ότι )()( βfαf < . Τότε θα ισχύει 

)()( βfηαf <<  . Αν θεωρήσουµε τη συνάρτηση ηxfxg −= )()( , 

],[ βαx ∈ , παρατηρούµε ότι: 

• η g είναι συνεχής στο ],[ βα  και   

• 0)()( <βgαg , 

αφού 

0)()( <−= ηαfαg    και 

0)()( >−= ηβfβg . 

Εποµένως, σύµφωνα µε το θεώρηµα του Bolzano, υπάρχει ),(0 βαx ∈  τέτοιο, ώστε 

0)()( 00 =−= ηxfxg , οπότε ηxf =)( 0 .     

Η γεωµετρική ερµηνεία είναι ότι η οριζόντια ευθεία που τέµνει τον y΄y στο η τέµνει 

σε τουλάχιστον ένα σηµείο τη γραφική παράσταση της f. 

 

 

Σχόλια 

α) Αν µια συνάρτηση  f  δεν είναι συνεχής στο διάστηµα 

[ , ]α β , τότε, όπως φαίνεται και στο διπλανό σχήµα, δεν 

παίρνει υποχρεωτικά όλες τις ενδιάµεσες τιµές. 

 

β) Η εικόνα f( )∆  ενός διαστήµατος ∆ µέσω µιας συνεχούς και 

µη σταθερής συνάρτησης f είναι διάστηµα. 

γ) Aν µια συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής σε ένα ανοικτό διάστηµα 

( , )α β , τότε το σύνολο τιµών της στο διάστηµα αυτό είναι το διάστηµα ( , )Α Β , όπου 

x
lim f(x)

+→α
Α =  και 

x
B lim f(x)

−→β
= . 

 
′x0 

x0  
′′x0

 y

 B(β, f (β))

 f (a)

 f (β)

 O  β

 y=η

 η

 a  x

67

 Α(α , f (α))

 

 y

 f (a)

 f (β)

 O

 y=η

 η

 x

68

 β a
 

2001O – 2005 

2015  
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  Αν, όµως, η f είναι γνησίως φθίνουσα και συνεχής στο ( , )α β , τότε το σύνολο τιµών της 

στο διάστηµα αυτό είναι το διάστηµα (B,A) . 

 

25. Η εικόνα f(∆) ενός διαστήµατος ∆ µέσω µιάς συνεχούς και µη σταθερής συνάρτησης 

f είναι διάστηµα. 

 

 

26.Να διατυπώσετε το θεώρηµα µέγιστης και ελάχιστης τιµής 

Αν f είναι συνεχής συνάρτηση στο [α,β], τότε η f παίρνει στο [α,β] µια µέγιστη τιµή Μ και 

µια ελάχιστη τιµή m. 

∆ηλαδή υπάρχουν χ1, χ2,ε[α,β] τέτοια ώστε m=f(χ1) και Μ=f(χ2) να ισχύει  m≤ f(χ) ≤Μ για 

κάθε χε[α,β]. 

Σχόλιο 

Τότε από το θεώρηµα των ενδιαµέσων τιµών προκύπτει ότι το σύνολο τιµών µιας συνεχούς 

συνάρτησης f µε πεδίο ορισµού το [α,β] είναι το κλειστό διάστηµα [m,Μ] όπου m η 

ελάχιστη τιµή και Μ η µέγιστη τιµή της.  

 

 

27.Θεώρηµα   

Αν f είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής συνάρτηση στο ανοικτό διάστηµα (α,β), τότε 

το σύνολο τιµών της στο διάστηµα αυτό είναι το διάστηµα (Α,Β) όπου  Α= )x(flim
x

+α→

 και 

Β= )x(flim
x −β→

. 

Αν f είναι γνησίως φθίνουσα και συνεχής συνάρτηση στο ανοικτό διάστηµα (α,β), τότε 

το σύνολο τιµών της στο διάστηµα αυτό είναι το διάστηµα (Β,Α) όπου  Α= )x(flim
x

+α→

 και 

Β= )x(flim
x −β→

. 

Παρατηρήσεις 

1. Αν το 
oxx

xf
→

)(lim  είναι ένας θετικός ή αρνητικός αριθµός τότε κοντά στο xο οι τιµές της 

συνάρτησης )(xf  θα είναι θετικοί ή αρνητικοί αριθµοί αντίστοιχα, µια σηµαντική 

βοήθεια όταν θέλουµε να απαλείψουµε απόλυτα ή να κάνουµε Bolzano ή …… 

Παρόµοια συµπεράσµατα έχουµε και στις περιπτώσεις που ±∞→x  , το όριο της 

συνάρτησης είναι ∞±  
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2. Αν το 
oxx

xf
→

)(lim  υπάρχει και είναι αριθµός και η συνάρτηση έχει τιµές , κοντά στο χο , 

θετικές ή 0 τότε 0)(lim ≥
→ oxx

xf   

(προσοχή µπορεί να είναι και 0 το όριο ακόµη και αν 0)( >xf  κοντά στο χο). 

3. Προσοχή!!! Μπορούµε να γράφουµε )()(lim o
xx

xfxf
o

=
→

 µόνον όταν γνωρίζουµε ότι η 

συνάρτηση είναι συνεχής στο χο. Όταν για µια συνάρτηση, (του βιβλίου σας) , 

γνωρίζουµε τον τύπο της ασυνέχεια ενδεχοµένως να έχουµε µόνο στα σηµεία που 

αλλάζει ο τύπος της. Αν δεν γνωρίζουµε τον τύπο της συνάρτησης τα συµπεράσµατά 

µας , για τη συνέχεια,  θα προκύπτουν µόνο από τα δεδοµένα. 

4. Όταν µας δίνεται ένα όριο µιας παράστασης, που περιέχει µια συνάρτηση )(xf  και 

µας ζητείται ένα άλλο όριο µιας διαφορετικής παράστασης που περιέχει την )(xf  , 

µπορούµε να θέτουµε συνάρτηση )(xg  την παράσταση της οποίας γνωρίζουµε το 

όριό της , κοντά στο χο , να λύνουµε , προσέχοντας τους περιορισµούς,  ως προς 

)(xf  και τέλος να αντικαθιστούµε την )(xf  στην δεύτερη παράσταση.  

Προσοχή!!!  Η συνάρτηση )(xg  δεν ορίζεται στο χο .  

Το 
oxx

xg
→

)(lim  ισούται µε το όριο που σας δίνεται. 

Απαντήστε αν είναι Σωστά ή Λάθος τα παρακάτω 

1. Αν xo∉ A στο π.ο της συνάρτησης f τότε δεν ορίζεται το 0)x(flim
0xx

=
→

. 

2. Αν xo∉ A στο π.ο της συνάρτησης f τότε η f δεν µπορεί να είναι συνεχής στο xo. 

3. Αν xoεΑ στο π.ο της συνάρτησης f τότε η f είναι συνεχής στο xo. 

4.  

5. Αν ισχύει 0)x(flim
0xx

≠=
→

l , τότε l=
→

)(lim
0

xf
xx

 ή l−=
→

)(lim
0

xf
xx

. 

6. Αν ισχύει 0lim
0

=
→

x
xx

ηµ , τότε 1lim
0

=
→

x
xx

συν . 

7. Αν ( ) 1)()(lim
1

=+
→

xgxf
x

, τότε θα ισχύει και 1)()( limlim
11

=+
→→

xgxf
xx

. 

8. Ισχύει ότι: 0)x(f0)x(f limlim
xx

=⇔=
α→α→

. 

9. Αν ισχύει 0)x(f 2

xx
lim

0

≠=
→

l , τότε l±=
→

)x(flim
0xx

. 

10. Αν ισχύει 0)x(f 2

xx
lim

0

=
→

, τότε 0)x(flim
0xx

=
→

. 

11. Αν υπάρχει το ( ))x(g)x(flim
1x

+
→

 και είναι πραγµατικός αριθµός, τότε υπάρχουν και τα 

)x(flim
1x→

 και )x(glim
1x→

. 

12. Αν 2004)(lim
1

=
→

xf
x

, τότε: 2004)(lim
1

=
→

xf
x

 ή 2004)(lim
1

−=
→

xf
x

.  

13. Αν 2016)x(flim
1x

=
→

, τότε: ( ) 02016)x(flim
1x

=−
→

. 

14. Αν ισχύει ( ) 1)()(lim
1

=⋅
→

xgxf
x

, τότε 1)1()1( =⋅ gf . 
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15. Αν R
1x

)x(f
lim

1x

∈=
−→

l , τότε: 0)x(flim
1x

=
→

. 

16. ∆ίνεται ο συλλογισµός: Αν ( ) 2008)(2

2
lim =+

→

xfx
x

, τότε: 

2004)(42008)(2008)( limlimlimlim
222

2

2

=⇔−=⇔=+
→→→→

xfxfxfx
xxxx

. 

Η διαδικασία απόδειξης είναι σωστή. 

Το )x(flim
2x→

 είναι πραγµατικά ίσο µε 2004, αλλά αυτό προκύπτει µε άλλο τρόπο. 

17. Αν −∞=
+−→ 35

)(
1821

1
lim

xx

xf

x

 τότε +∞=
→

)(lim
1

xf
x

 

18. Ισχύει 0xx2004 20022003

0x
lim =−

→

 

19. Αν f(x)>1 και υπάρχει το )x(flim
1x→

, τότε: 1)x(flim
1x

>
→

. 

20. Για την συνάρτηση 




=

≠+
=

0x,2

0x,x1
)x(f

2

  είναι: f(x)>1 για κάθε Rx∈ , αλλά 

1)x(flim
0x

=
→

.  

21. Αν )()()( xhxfxg ≤≤  κοντά στο 0x  και υπάρχουν τα )(lim
0

xg
xx→

 και )(lim
0

xh
xx→

, 

τότε υπάρχει και το )(lim
0

xf
xx→

. 

22. Αν  0)x(flim
x

>
α→

, τότε f(x)>0 κοντά στο α. 

23. Αν f(x)<0  για κάθε xεR τότε 0)x(flim
0xx

<
→

. 

24. Αν f(x)≤g(x)  για κάθε x κοντά στο xo και υπάρχουν τα όρια τότε <
→

)x(flim
0xx

)(lim
0

xg
xx→

. 

25. Αν f(x)<g(x)  για κάθε x κοντά στο xo και υπάρχουν τα όρια τότε <
→

)x(flim
0xx

)(lim
0

xg
xx→

. 

26. Αν f(x)>0  για κάθε x κοντά στο xo τότε 0)x(flim
0xx

>
→

. 

27. Αν f(x)>0  για κάθε x κοντά στο xo τότε 0)x(flim
0xx

≥
→

. 

28. Αν f(x)≥0  για κάθε x κοντά στο xo τότε 0)x(flim
0xx

≥
→

. 

29. Αν 0)x(flim
0xx

>
→

, τότε f(x)>0  για κάθε x κοντά στο xo. 

30. Αν f(x)≥g(x)  για κάθε x κοντά στο xo και υπάρχουν τα όρια τότε ≥
→

)x(flim
0xx

)(lim
0

xg
xx→

. 

31. Αν  <
→

)x(flim
0xx

)(lim
0

xg
xx→

, τότε f(x)<g(x) για κάθε x κοντά στο xo. 

32. Ισχύει ότι k)hx(fk)x(f o
0hxx

limlim
0

=+⇔=
→→

. 

33. Αν  ,)x(flim
0xx

α=
→

β=
→

)x(glim
0xx

, α,βεR τκαι f(x)<g(x) για κάθε x κοντά στο xo, τότε α≤β. 

34. Αν  ,)x(flim
0xx

α=
→

β=
→

)x(glim
0xx

, α,βεR τκαι f(x)≤g(x) για κάθε x κοντά στο xo, τότε α≤β. 
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35. Αν 0)x(flim
0xx

=
→

. Τότε +∞=
→ )x(f

1
lim

0xx

. 

36. Αν 0)x(flim
0xx

=
→

και f(x)<0  για κάθε x κοντά στο xo. Τότε +∞=
→ )x(f

1
lim

0xx

. 

37. Αν +∞=
→

)x(flim
0xx

, τότε f(x)
 
≠ 0  για κάθε x κοντά στο xo. 

38. Αν 0)x(flim
0xx

<
→

τότε f(x)<0  για κάθε x κοντά στο xo. 

39. Αν )()()( xhxfxg ≤≤  και α=
→

)x(flim
0xx

, τότε  )(lim
0

xg
xx→

= )(lim
0

xh
xx→

 =α.  

40. Ισχύει xx <ηµ  για κάθε xεR. 

41. Αν υπάρχουν τα )x(gu lim
0xx

o
→

= , )u(fl lim
0uu→

= , τότε ( ) l)u(flim)x(gf
o

0
uu

xx
lim ==

→→
. 

42. Αν 2)x(f0 ≤≤  κοντά στο 0, τότε: ( ) 0)x(fx2

0x
lim =

→

 

43. Αν 200318212004 )13()()511()1( +≤≤−+ xxfxx , τότε η f είναι συνεχής στο 0. 

44. Αν 
2

1
)(

x
xf ≤ , x ),( +∞∈ a , τότε κατά ανάγκη θα είναι .0)(lim =

+∞→
xf

x
 

45. Είναι 0
1

lim
0

=
→ x

x
x

συνηµ  

46. Είναι 0
1

1
2004

1821

lim =
+
+

−∞→ xx

x

x

π
συν  

47. Είναι 2
ln

2

lim
0

=
→ x

x

x

ηµ
 

48. Αν  xxf ηµ<− 2004)(  για κάθε χεR τότε 2004)(lim
0

=
→

xf
x

 

49. Ισχύει ότι: +∞=
→

2000
0x x

1
lim  και −∞=

−→
2005

0x x

1
lim .  

50. Αν +∞=
→

)x(flim
0xx

, −∞=
→

)x(glim
0xx

, τότε [ ] +∞=−
→

)x(g)x(flim
0xx

. 

51. Αν 0)x(flim
0xx

=
→

, +∞=
→

)x(glim
0xx

, τότε [ ] 0)x(g)x(flim
0xx

=
→

. 

52. Αν 0)x(flim
0xx

=
→

, −∞=
→

)x(glim
0xx

, τότε 0
)x(g

)x(f
lim

0xx

=








→

. 

53. Αν −∞=
→

)x(flim
5x

, τότε: 0
)x(f

1
lim

5x

=
→

.  

54. Αν +∞=
α→

)x(flim
x

, τότε: +∞=
α→

)x(flim
x

 ή ∞− . 

55. Αν +∞=
→ )x(f

1
lim

0xx

 ή ∞− , τότε: 0)x(flim
0xx

=
→

. 

56. Είναι: +∞=
−→ 1

2004

1
lim x

x

x

. 
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57. Aν 2004)(lim
0

−=
→

xf
xx

 και −∞=
→

)x(glim
0xx

, τότε: 0
)x(g

)x(f
lim

0xx

=
→

 και ( ) +∞=⋅
→

)x(g)x(flim
0xx

. 

58. Αν  0)x(flim
0xx

=
→

 και −∞=
→

)x(glim
0xx

, τότε: ( ) −∞=⋅
→

)x(g)x(flim
0xx

. 

59. Η µορφή )()( −∞−−∞  είναι απροσδιόριστη. 

60. Η µορφή )()( +∞−+∞  είναι απροσδιόριστη. 

61. Η µορφή 
0

∞
 είναι απροσδιόριστη. 

62. Αν 0)x(flim
0xx

=
→

, τότε: +∞=
→ )x(f

1
lim

0xx

 ή ∞− . 

63. Είναι: +∞=ν

+∞→

xlim
x

, για κάθε *Z∈ν . 

64. Είναι: +∞=ν

−∞→

2

x

xlim , όπου *N∈ν . 

65. Αν 01
1

1 x...xx)x(f α+α++α+α= −ν
−ν

ν
ν , τότε: )x()x(f limlim

xx

ν
ν

±∞→±∞→

α= . 

66. Αν α>1, τότε: +∞=α
−∞→

x

x
lim . 

67. Αν 0<α<1, τότε: 0x

x
lim =α

+∞→

. 

68. To όριο 
32

32

)1(

)21(
lim

+

−
+∞→ x

x

x
 είναι ίσο µε:-8. 

69. Τo 
2

2323 1
lim

x

xxxx

x

+−−−

+∞→
είναι ίσο µε:0. 

70. Αν f,g είναι συνεχείς στο xo τότε η gof είναι συνεχής στο xo. 

71. Αν η f, είναι συνεχής στο [α,β] και xoε(α,β) µε f(xo)=0 τότε f(α)f(β)<0. 

72. Αν η συνάρτηση f µε f(α)f(β)<0, τότε υπάρχει xoε(α,β) µε f(xo)=0. 

73. Αν η συνάρτηση f συνεχής στο [α,β] µε f(α)f(β)>0, τότε δενυπάρχει 

xoε(α,β) µε f(xo)=0. 

74. Αν η f συνεχής τότε µεταξύ δύο διαδοχικών ριζών της έχει ετερόσηµες 

τιµές. 

75. Η εικόνα f(∆) ενός διαστήµατος ∆ µεταξύ µιάς συνεχούς συνάρτησης f 

είναι διάστηµα. 

76. Το σύνολο τιµών µιας συνεχούς συνάρτησης f µε πεδίο ορισµού το [α,β] 

είναι κλειστό διάστηµα. 

77. Αν η f είναι γνησίως φθίνουσα στο (α,β) τότε το σύνολο τιµών της είναι το διάστηµα 










α→β→

)x(f),x(f limlim
xx

. 

78. Αν η f είναι γνησίως φθίνουσα στο [α,β] τότε το σύνολο τιµών της είναι το διάστηµα 

[f(β),f(α)]. 

79. Αν υπάρχει το  )x(flim
0xx→  

και δεν υπάρχει το  )x(glim
0xx→

.τότε δεν υπάρχει το  

[ ])x(g)x(flim
0xx→

. 
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80. Αν f(x)>2016 για κάθε xεR και υπάρχει το  )x(flim
0xx→  

τότε 2016)x(flim
0xx

>
→

. 

81. Ισχύει  1
x

1
xlim

x
=ηµ

+∞→
. 

82. Ισχύει  1
x

x
lim
x

=
ηµ

+∞→
. 

83. Ισχύει  0
x

x
lim
x

=
ηµ

+∞→
. 

84. Ισχύει  1
x

x
lim

0x
=

ηµ
→

. 

85. Κάθε συνάρτηση f , όπου f πολυωνυµική, είναι συνεχής. 

86. Κάθε συνάρτηση f είναι συνεχής στο 0x , αν και µόνο αν και η συνάρτηση f  είναι 

συνεχής στο 0x . 

87. Κάθε συνάρτηση f, που είναι συνεχής στο 0x , δεν έχει κατακόρυφη ασύµπτωτη την 

ευθεία x=x0. 

88. Υπάρχει συνεχής συνάρτηση f, µε πεδίο ορισµού ένα κλειστό διάστηµα και σύνολο 

τιµών ένα ανοικτό διάστηµα. 

89. Υπάρχει πολυωνυµική συνάρτηση f: RR → , µε σύνολο τιµών το *R . 

90. Υπάρχει συνεχής συνάρτηση f, µε πεδίο ορισµού ένα διάστηµα ∆, αλλά το σύνολο 

τιµών της δεν είναι διάστηµα. 

91. Η συνάρτηση xxf α=)( , µε 0<α<1, δεν είναι ¨1-1¨. 

92. Αν η συνάρτηση f: R→)1,0(  είναι συνεχής, τότε έχει µέγιστο και ελάχιστο. 

93. Αν η συνάρτηση f: R→]1,0[  είναι γνησίως µονότονη και συνεχής, τότε το 

σύνολο τιµών της είναι το διάστηµα [ ])1(),0( ff . 

94. Αν lxf
xx

=
→

)(lim
0

, mxg
xx

=
→

)(lim
0

, l,m R∈  και f(x)<g(x) κοντά στο χ0,τότε κατά ανάγκη  

θα είναι: l m≤  

95. Αν το 
xx

xxx

xx −
−−

→ 3

23 2
lim

0

  δεν υπάρχει, τότε: χ0=1. 

96. Αν 0)(lim
2

=
→

xf
x

 και )(2004)( xfxg <−  για κάθε χ, τότε 2004)(lim
2

=
→

xg
x

 

97. Είναι: −∞=
+→

1821
0

lim
x

x

x

ηµ
. 

98. Είναι: −∞=−+
+∞→

)1ln( 2

lim xx
x

. 

99. Είναι: +∞=
−

+
+

+

+∞→
1821

2004

22004

2
lim x

xx

x

e
. 

100. Αν η συνάρτηση f: R→]1,0[  είναι γνησίως µονότονη και συνεχής, τότε η εξίσωση 

f(x)=0 έχει λύση, αν και µόνο αν ισχύει 0)1()0( ≤⋅ ff . 

101. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [0,1] και ισχύει 1)( ≤xf  για κάθε ]1,0[∈x , τότε το 1 

είναι το µέγιστο της f στο [0,1]. 

102. Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α, β], η εξίσωση f(x)=0 δεν έχει ρίζα στο (α, β) 

και υπάρχει ),( βα∈ξ , ώστε: f(ξ)<0, τότε θα ισχύει: f(x)<0 για κάθε ),(x βα∈ . 
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103. Aν µια συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα [α, β] και παίρνει δύο διαφορετικές 

τιµές f(x1), f(x2) µε ],[x,x 21 βα∈ , τότε παίρνει όλες τις τιµές µεταξύ των f(x1) και f(x2). 

104. Αν µια συνεχή συνάρτηση f στο R , ισχύει: f(x1)=1 και f(x2)=4, τότε υπάρχει )x,x(x 210 ∈  

τέτοιο, ώστε: f(x0)=e. 

105. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα [α, β], τότε υπάρχουν x1,x2ε[α,β] µε 

f(x1)≤f(x)≤f(x2). 

106. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,β] τότε δεν µπορεί να εχει σύνολο τιµών το R. 

107. Αν το 0 ανήκει στο π.ο της f τότε )0(f)x(flim
0x

=
→

. 

108. Αν το xo ανήκει στο π.ο της f και  )x(flim)x(flim
oo xxxx
+− →→

=  τότε η f συνεχής στο xo . 

109. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,β] τότε η f συνεχής στο χ=α. 

110. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,β]  µε f(α)≠f(β)τότε παίρνει µόνο τις τιµές 

µεταξύ των f(α),f(β) . 

111. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,β] µε f(α)f(β)>0τότε η f διατηρεί σταθερό 

πρόσηµο στο [α,β]. 

112. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο Α τότε η f στο Α έχει µέγιστη και ελάχιστη τιµή. 

113. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο διάστηµα [α, β], τότε το 

σύνολο τιµών της είναι: [f(α), f(β)]. 

114. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα [α, β], τότε το 

σύνολο τιµών της είναι: [f(β), f(α)]. 

115. Κάθε συνεχής συνάρτηση f στο [α, β] µε f(α) ≠ f(β), παίρνει µόνο τις τιµές µεταξύ των 

f(α) και f(β). 

116. Αν η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο ),0( ∞+ , τότε το σύνολο τιµών της είναι 

το διάστηµα 








+∞→→

)x(f),x(f limlim
x0x

. 

117. Έστω µια συνάρτηση f συνεχής στο διάστηµα [α, β]. Αν η f είναι 1-1 στο [α, β], τότε 

είναι και γνησίως µονότονη στο [α, β]. 

118. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0 µε 0)x(f 0 ≠ , τότε κοντά στο x0 οι τιµές της f 

είναι οµόσηµες του f(x0). 

119. Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο διάστηµα ∆, τότε η 

αντίστροφή της είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο f(∆). 

120. Αν η συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού ένα διάστηµα ∆ είναι συνεχής και 1-1 στο ∆, τότε 

η συνάρτηση f
-1

 είναι συνεχής στο f(∆). 

121. Κάθε συνεχής συνάρτηση µε πεδίο ορισµού το R έχει µέγιστη και ελάχιστη τιµή. 

122. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0 και η συνάρτηση g δεν είναι συνεχής στο x0, 

τότε η συνάρτηση f+g δεν είναι συνεχής στο x0. 

123. Αν οι συναρτήσεις f, g δεν είναι συνεχείς στο σηµείο x0 του κοινού πεδίου ορισµού 

τους, τότε η συνάρτηση f+g δεν είναι συνεχής στο x0. 

124. Aν η συνάρτηση f είναι συνεχής σ’ ένα σηµείο x0 του πεδίου ορισµού της, τότε και η f
2
 

είναι συνεχής στο x0. 

125. Αν η f έχει αντίστροφη συνάρτηση f
-1

 και η γραφική παράσταση της f έχει κοινό σηµείο 

Α µε την ευθεία ψ=χ, τότε το σηµείο Α ανήκει και στην γραφική παράσταση της f
-1

 .  
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126. Αν η f είναι συνεχής στο [α,β] µε f(α)<0 και υπάρχει ρε(α,β) ώστε f(ρ)=0, τότε κατ’ 

ανάγκη f(β)>0.  

127. Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ και δεν µηδενίζεται σ΄ αυτό, τότε 

αυτή ή είναι θετική για κάθε χε∆ ή είναι αρνητική για κάθε χε∆, δηλαδή διατηρεί 

πρόσηµο στο διάστηµα ∆.  

128. Αν 0)x(flim
ax

=
→

 και f(x)>0 κοντά στο  α  τότε  +∞=
→ )x(f

1
lim

ax
. 

 

 

 

28.Τι ορίζουµε ως εφαπτοµένη της στο σηµείο της Α; 

Έστω  f  µια συνάρτηση και ))(,( 00 xfxA  ένα σηµείο της fC . Αν υπάρχει το 
0

0

0

)()(
lim

xx

xfxf

xx −

−
→

 και 

είναι ένας πραγµατικός αριθµός λ, τότε ορίζουµε ως εφαπτοµένη της fC  στο σηµείο της Α, 

την ευθεία ε που διέρχεται από το Α και έχει συντελεστή διεύθυνσης λ. 

Εποµένως, η εξίσωση της εφαπτοµένης στο σηµείο ))(,( 00 xfxA  είναι 

)()( 00 xxλxfy −=− , 

Σχόλιο 

α) Ο συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτοµένης ε της 
fC  µιας παραγωγίσιµης συνάρτησης  f, 

στο σηµείο 0 0( , ( ))A x f x  είναι η παράγωγος της  f στο 0x . ∆ηλαδή, ( )of xλ ′= ,  

οπότε η εξίσωση της  ε φ α π τ ο µ έ ν η ς  ε  γίνεται:    0 0 0( ) ( )( )y f x f x x x′− = −  

 

β) Την κλίση 
0

f (x )′  της εφαπτοµένης ε στο 
0 0

A(x ,f(x ))  θα τη λέµε και κλίση της 
f

C  στο Α ή 

κλίση της f στο 
0

x . 

γ) Η στιγµιαία ταχύτητα ενός κινητού, τη χρονική στιγµή 0t , είναι η παράγωγος της 

συνάρτησης θέσης ( )x S t=  τη χρονική στιγµή 0t . ∆ηλαδή, είναι ( ) ( )o ot S tυ ′= . 

 

29.  Πότε λέµε ότι µια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη σε ένα σηµείο του πεδίου 

ορισµού της. 
Εστω η συνάρτηση f ορισµένη  σ'ένα διάστηµα ∆ και x0 ε ∆ λέµε ότι η f είναι παραγωγίσιµη 

στο x0 ή ότι παραγωγίζεται στο x0 αν υπάρχει το 
0

0

xx xx

)x(f)x(f
lim

0
−

−

→

  και είναι πραγµατικός 

αριθµός. 

Η τιµή του ορίου λέγεται τότε παράγωγοs αριθµός της f στο x0  και συµβολίζεται f'(χ0). 

∆ηλαδή      f ΄(χ0)= 
0

0

xx xx

)x(f)x(f
lim

0
−

−

→

. 

 

2004 – 2009  
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Σχόλιο  Ισχύει  
h

)x(f)hx(f
lim)x(f 00

0h
0

−+
=′

→
,

∆x

x∆f
xf

∆x

)(
lim)(

0

0
0

→
=′  

Η τελευταία ισότητα οδήγησε το Leibniz να συµβολίσει την παράγωγο στο 0x  µε 
dx

xdf )( 0

 ή 

0

)(
xx

dx

xdf
= . Ο συµβολισµός )( 0xf ′  είναι µεταγενέστερος και οφείλεται στον Lagrange. 

Είναι φανερό ότι, αν το 0x  είναι εσωτερικό σηµείο ενός διαστήµατος του πεδίου ορισµού της  

f, τότε: 

 

 

Η  f  είναι παραγωγίσιµη στο 0x , αν και µόνο αν υπάρχουν στο x0  τα όρια 

0

0

0

)()(
lim

xx

xfxf

xx −

−
−→ ,    

0

0

0

)()(
lim

xx

xfxf

xx −

−
+→  

και είναι ίσα. 

 

 

30.  Να αποδείξετε ότι Αν µια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη σ’ ένα σηµείο , τότε 

είναι και συνεχής στο σηµείο αυτό. 

Επειδή η  f  είναι παραγωγίσιµη στο 0x , 
0

0

0

)()(
lim)(

0 xx

xfxf
xf

xx −

−
=′

→
 . 

Για 0xx ≠  έχουµε  )(
)()(

)()( 0

0

0

0 xx
xx

xfxf
xfxf −⋅

−

−
=− , 

Οπότε 







−⋅

−

−
=−

→→
)(

)()(
lim)]()([lim 0

0

0

0
0

0

xx
xx

xfxf
xfxf

xxxx
 )(lim

)()(
lim 0

0
0

0

0

xx
xx

xfxf

xxxx
−⋅

−

−
=

→→  

                                                  00)( 0 =⋅′= xf ,αφού η  f  είναι παραγωγίσιµη στο 0x . 

Εποµένως, )()(lim 0
0

xfxf
xx

=
→

, δηλαδή η  f  είναι συνεχής στο 0x .      

Παρατηρήσεις 
1. Το  αντίστροφο του παραπάνου θεωρήµατος δέν ισχύει  πάντοτε,δηλαδή αν µια 

συνάρτηση είναι συνεχής στο  χ0  δέν είναι καί οπωσδήποτε καί παραγωγίσιµη στο χ0 . πχ 





<−

≥
==

0x,x

0x,x
x)x(f .  

 

2. Αν η f είναι ασυνεχής στο χ0  τότε δεν είναι ούτε παραγωγίσιµη στο χ0  

3. Για να είναι µιά συνάρτηση παραγωγίσιµη σ' ενα σηµείο πρέπει να είναι καί συνεχής 

στό σηµείο αυτό. 

2017  

2002O – 2003 – 2005O -2007E – 2011O – 2013E  - 2018 
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Α Α1

x

R

f΄(x)

f΄

f΄

f΄

4. Καταλαβαίνουµε από το σχήµα αν µια συνάρτηση δεν είναι παραγωγίσιµη σε κάποιο 

σηµείο αν εκεί είναι αιχµηρό σηµείο. 

 

31. Πότε µια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο πεδίο ορισµού της Αf ; 
H f είναι παραγωγίσιµη στο Α ή, απλά, παραγωγίσιµη, όταν είναι παραγωγίσιµη σε κάθε 

σηµείο x0 ε A  . 

 

32. Πότε µια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη σε ένα ανοικτό διάστηµα (α, β) ; 

Η f είναι παραγωγίσιµη σε ένα ανοικτό διάστηµα (α, β) του πεδίου ορισµού της, όταν 

είναι   παραγωγίσιµη σε κάθε σηµείο x0 ε(α ,β,)  . 

 

33. Πότε µια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη σε ένα κλειστό διάστηµα [α, β] ; 
Η f είναι παραγωγίσιµη σε ένα κλειστό διάστηµα [α, β] του πεδίου ορισµού της, όταν 

είναι παραγωγίσιµη στο (α, β) και επιπλέον ισχύει 

R∈
α−
α−

+α→ x

)(f)x(f
lim
x

   και     R∈
β−
β−

−β→ x

)(f)x(f
lim
x

. 

34.Τι λέγεται παράγωγος συνάρτηση 

Εστω συνάρτηση ορισµένη σ'ένα διάστηµα Α και Α1 το σύνολο 

των σηµείων του Α στα οποία αυτή είναι παραγωγίσιµη. 

Αντιστοιχίζοντας  σε κάθε xεΑ1 τον παράγωγο αριθµό της f στο x 

,δηλαδή τον f΄(χ),  ορίζουµε την παράγωγο συνάρτηση της f 

(πρώτη παράγωγος) και συµβολίζεται µε f'. 

Η πρώτη παράγωγος της f συµβολίζεται και µε  
dx

df
 

 Ο παράγωγος αριθµός  της  f στο x  είναι η τιµή της παραγώγου συνάρτησης στο x . 

  
 

35.Παράγωγος σταθερής συνάρτησης 

Η σταθερή συνάρτησης u µε  u(χ) = c παραγωγίζεται στο R και έχει παράγωγο  u'(χ) = 

(c )΄=0. 

Πράγµατι, αν 0x  είναι ένα σηµείο του R, τότε για 0xx ≠  ισχύει: 0
)()(

00

0 =
−
−

=
−

−

xx

cc

xx

xfxf
. 

Εποµένως,  0
)()(

lim
0

0

0

=
−

−
→ xx

xfxf

xx ,   δηλαδή 0)( =′c .     

36. Παράγωγος ταυτοτικής συνάρτησης 

Η ταυτοτική συνάρτηση ι µε ι(χ) = χ  παραγωγίζεται στό R και έχει παράγωγο   

ι'(χ) =(χ)΄=1 

Πράγµατι, αν 0x  είναι ένα σηµείο του R, τότε για 0xx ≠  ισχύει: 1
)()(

0

0

0

0 =
−

−
=

−

−

xx

xx

xx

xfxf
. 

2010E - 2013  
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Εποµένως,    11lim
)()(

lim
0

0

0

0

==
−

−
→→ xxxx xx

xfxf
,      δηλαδή 1)( =′x .       

37 . Παράγωγος συνάρτησης f(χ) = χ
ν
  , ν ε Ν-{0,1} 

Η συνάρτηση f µε f(χ) = χ
ν
 παραγωγίζεται στο R  µε παράγωγο  

f'(χ) =(χ
ν
)΄= ν χ

ν-1
 , ν ε Ν-{0,1}. 

Πράγµατι, αν 0x  είναι ένα σηµείο του R, τότε για 0xx ≠  ισχύει: 

1

00

21

0

1

00

21

0

0

0

0

0 ))(()()( −−−
−−−

+++=
−

+++−
=

−

−
=

−

− ννν
ννννν

xxxx
xx

xxxxxx

xx

xx

xx

xfxf
L

L
, 

οπότε 

1

0

1

0

1

0

1

0

1

00

21

0
0

0

0

)(lim
)()(

lim −−−−−−−

→→
=+++=+++=

−

− ννννννν

xxxx
xνxxxxxxx

xx

xfxf
LL ,  

δηλαδή 
1)( −=′ νν xνx .       

 

38. Παράγωγος συνάρτησης f(χ) = x                                  

Η συνάρτηση f µε f(χ) = x  , παραγωγίζεται στο ( )+∞,0  µε f'(χ) =
x2

1
 

Πράγµατι, αν 0x  είναι ένα σηµείο του ),0( +∞ , τότε για 0xx ≠  ισχύει: 

( )( )
( ) ( ) 000

0

00

00

0

0

0

0 1

)()(

)()(

xxxxxx

xx

xxxx

xxxx

xx

xx

xx

xfxf

+
=

+−

−
=

+−

+−
=

−

−
=

−

−
, 

Οπότε  
00

0
0

0

0 2

11
lim

)()(
lim

xxxxx

xfxf

xxxx
=

+
=

−

−
→→ , 

δηλαδή ( )
x

x
2

1
=

′
. 

H xxf =)(  δεν είναι παραγωγίσιµη       στο 0.    

 

39. Παράγωγος συνάρτησης ηµιτόνου  

Η συνάρτηση f µε f(χ) = ηµχ είναι παραγωγίσιµη στο R µε παράγωγο  

f'(χ) = ( ηµχ )' = συνχ. 

Πράγµατι, για κάθε ∈x R  και 0≠h  ισχύει  

               h

xhxhx

h

xhx

h

xfhxf ηµηµσυνσυνηµηµ)(ηµ)()( −⋅+⋅
=

−+
=

−+
 

2005E – 2006O – 2009E – 2012O 

2002 – 2007O  
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h

h
x

h

h
x

ηµ
συν

)1συν(
ηµ ⋅+

−
⋅= . 

Επειδή 1
ηµ

lim
0

=
→ h

h

h
   και   0

1συν
lim

0
=

−
→ h

h

h
,  

έχουµε   xxx
h

xfhxf

h
συν1συν0ηµ

)()(
lim

0
=⋅+⋅=

−+
→

.  ∆ηλαδή,  xx συν)ηµ( =′ .     

 

40. Παράγωγος συνάρτησης συνηµιτόνου  

Η συνάρτηση f µε f(χ) = συνχ είναι παραγωγίσιµη στο R µε παράγωγο 

 f'(χ) = ( συνχ )' = -ηµχ. 

Πράγµατι, για κάθε ∈x R και 0≠h  ισχύει: 

h

xhxhx

h

xhx

h

xfhxf συνηµηµσυνσυνσυν)(συν)()( −⋅−⋅
=

−+
=

−+

h

h
x

h

h
x

ηµ
ηµ

1συν
συν ⋅−

−
⋅= , 

Οπότε   







⋅−







 −
⋅=

−+
→→→ h

h
x

h

h
x

h

xfhxf

hhh

ηµ
ηµlim

1συν
συνlim

)()(
lim

000
  xxx ηµ1ηµ0συν −=⋅−⋅= . 

∆ηλαδή, xx ηµ)συν( −=′ .   

 

 

41. Παράγωγοι στοιχειωδών συναρτήσεων 

Παράγωγοι στοιχειωδών συναρτήσεων 

Συνάρτηση  f Παράγωγος f΄ 
∆ιάστηµα που παραγωγίζεται η 

f 

■   f(x)=c (c) =0′  R 

■   f(x)=x (x) =1′  R 

■   f(x)=x
ν
  , ν∈   ν ν-1(x ) =νx′  R 

■   f(x)=x
κ
  ,  κ∈  -   κ κ-1(x ) =κx′  R* 

■   f(x)=x
α
  ,  α∈  -   α α-1(x ) =αx′  

[0, +∞ ) µε α>1   ,   (0, +∞ ) µε 

α<1 

     f(x)=lnx 
1

(lnx) =
x

′  (0, +∞ ) 

     f(x)=logx 
1

(logx) =
x ln10

′
⋅

 (0, +∞ ) 

■   f(x)= ln|x| 
1

(ln|x|) =
x

′  R* 

■   f(x)= x  
1

( x ) =
2 x

′  (0, +∞ ) 

     f(x)=e
x x x(e ) =e′  R 

■   f(x)=α
x
  ,  α>0 x x(α ) =α lnα′ ⋅  R 

■   f(x)=ηµx (ηµx) =συνx′  R 

2006E  
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■   f(x)=συνx (συνx) =-ηµx′  R 

■   f(x)=εφx 
2

2

1
(εφx) = 1+εφ x

συν x
′ =  Α={x∈R/x ≠κπ+

π

2
 , κ∈  } 

     f(x)=σφx 
2

2

1
(σφx) = - (1+σφ x)

ηµ x
′ = −  Α={x∈R/x ≠κπ , κ∈  } 

     f(x)=|x| 
-1 , x 0

(|x|) = 
1 , x 0

<
′ 

>
 R* 

     f(x)=
1

x
 

2

1 1
= - 

x x

′ 
 
 

 R* 

    

 

 

 

42. Παράγωγος αθροίσµατος 

Αν οι συναρτήσεις gf ,  είναι παραγωγίσιµες στο 0x , τότε η συνάρτηση gf +  είναι 

παραγωγίσιµη στο 0x  και ισχύει: )()()()( 000 xgxfxgf ′+′=′+  

Για 0xx ≠ , ισχύει: 

0

0

0

0

0

00

0

0 )()()()()()()()())(())((

xx

xgxg

xx

xfxf

xx

xgxfxgxf

xx

xgfxgf

−

−
+

−

−
=

−

−−+
=

−

+−+
. 

Επειδή οι συναρτήσεις gf ,  είναι παραγωγίσιµες στο 0x , έχουµε: 

),()(
)()(

lim
)()(

lim
))(())((

lim 00

0

0

0
0

0

0
0

0

0

xgxf
xx

xgxg

xx

xfxf

xx

xgfxgf

xxxxxx
′+′=

−

−
+

−

−
=

−

+−+
→→→

 

∆ηλαδή   )()()()( 000 xgxfxgf ′+′=′+ .      

Το αντίστροφο του θεωρήµατος δεν ισχύει δηλαδή µπορεί η συνάρτηση f+g να είναι 

παραγωγίσιµη στο xο χωρίς υποχρεωτικά οι συναρτήσεις  f,g να είναι παραγωγίσιµη στο xο. 

 

Κανόνες παραγώγισης     (Για λόγους απλούστευσης συµβολίζουµε  f(x)→ f  , f΄(x)→ f΄ , 

g(x) →g , g΄(x) →g΄ κ.τ.λ.  

    και οι συναρτήσεις παραγωγίζονται σε ένα διάστηµα ∆)  

Παράγωγος  

αθροίσµατος 

■ (f g) f g′ ′ ′+ = +     

                              και  γενικά  
1 2 3 1 2 3

(f f f ... f ) f f f ... fν ν
′ ′ ′ ′′+ + + + = + + + +  

Παράγωγος  

διαφοράς 
(f g) f g′ ′ ′− = −  

Παράγωγος  

γινοµένου 

αριθµού επί 

(λf ) λf′ ′=   ,  λεR 

            και  γενικά   
1 1 2 2 3 3 ν ν 1 1 2 2 3 3 ν ν

(λ f +λ f +λ f + ... +λ f ) =λ f +λ f +λ f + ... +λ f′ ′ ′ ′′   

µε λi  εR , i=1,2,..,ν 

2009O  
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συνάρτηση 

Παράγωγος  

γινοµένου  

(f g) f g f g′ ′ ′⋅ = ⋅ + ⋅  

                     και  γενικά 

1 2 3 1 2 1 2 1 2
(f f f ... f ) f f ... f f f ... f ... f f ... fν ν ν ν

′ ′ ′′⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ ⋅    

Παράγωγος  

δύναµης 

ν ν-1(f ) ν f f′ ′= ⋅ ⋅   ,  ν∈N 
µ µ-1(f ) µ f f′ ′= ⋅ ⋅   ,  µ∈      
α α-1(f ) α f f , α′ ′= ⋅ ⋅ ∈      (όταν  η  f

 α
  έχει   έννοια) 

Παράγωγος  

πηλίκου 

2

f g f gf

g g

′ ′ ′  ⋅ − ⋅
= 

 
    ,  g(x) ≠0 

2

g1

g g

′ ′ 
= − 

 
  , g(x) ≠0            

Σχόλιο:      Οι πράξεις µεταξύ παραγωγισίµων συναρτήσεων µας δίνουν παραγωγίσιµη 

συνάρτηση.  

Το αντίστροφο δεν ισχύει. ∆ηλαδή µπορεί το άθροισµα ή το γινόµενο ή το πηλίκο δύο 

συναρτήσεων να είναι παραγωγίσιµη συνάρτηση , αλλά καµιά από αυτές  να µην είναι 

παραγωγίσιµη 

π.χ.  Οι συναρτήσεις f(x)=1+|x|  και  g(x)=1-|x| δεν είναι παραγωγίσιµες στο 0, αλλά οι 

συναρτήσεις  

2(f+g)(x)=2  και  (f g)(x)=1-x είναι παραγωγίσιµες στο 0⋅  

Το θεώρηµα (f g) f g f g′ ′ ′⋅ = ⋅ + ⋅ επεκτείνεται και για περισσότερες από δύο συναρτήσεις. 

Έτσι, για τρεις παραγωγίσιµες συναρτήσεις ισχύει:  

( ( ) ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[( ) ] ( ) ( )f x g x h x f x g x h x f x g x h x f x g x h x′ ′= ⋅ = ⋅ + ⋅′ ′  

         [ ( ) ( ) ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x h x f x g x h x′ ′ ′= + +  

         ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x h x f x g x h x f x g x h x′ ′ ′= + + . 

43 .Παράγωγος του χ σε αρνητικό εκθέτη ν>0    
1x)x( −ν−ν− ν−=′  

Πράγµατι, για κάθε *x R∈  έχουµε: 

1

2

1

2)(

)(1)1(1
)( −−

−
− −=

−
=

′−′
=

′








=′ ν

ν

ν

ν

νν

ν

ν xν
x

xν

x

xx

x
x .      

 2010O  – 2016O  
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44. Παράγωγος συνάρτησης f(χ) = εφχ 

Η συνάρτηση f µε  f(χ) = εφχ είναι παραγωγίσιµη στο R-{x/ συνx=0}  µε παράγωγο  f'(χ) 

= (εφχ)' =
x

1
2συν

 

Πράγµατι, για κάθε 1�∈x  έχουµε:   
x

xxxx

x

xxxx

x

x
x

22 συν

ηµηµσυνσυν

συν

)συν(ηµσυν)ηµ(

συν

ηµ
)εφ(

+
=

′−′
=

′








=′  

            
xx

xx
22

22

συν

1

συν

ηµσυν
=

+
= .     

 

 

Παράγωγος σύνθετης συνάρτησης:  Αν η συνάρτηση g είναι παραγωγίσιµη στο x0 και η 

f είναι παραγωγίσιµη στο g(x0), τότε και η συνάρτηση f o g  είναι παραγωγίσιµη στο x0 

και ισχύει:        0 0 0(f g) (x ) f (g(x )) g (x )′ ′ ′= ⋅o  

                  Αν η συνάρτηση g είναι παραγωγίσιµη στο ∆  και η f είναι παραγωγίσιµη στο 

g(∆), 

                                τότε και η συνάρτηση f o g  είναι παραγωγίσιµη στο ∆ και ισχύει: 

Παράγωγος  

σύνθεσης  

συναρτήσεων 

• (f g) (x) f (g(x)) g (x)o ′ ′ ′= ⋅   

• (f (g(x)) f (g(x)) g (x)′ ′ ′= ⋅     (άλλη γραφή)  

•  Αν  u=g(x) τότε  (f (u)) f (u) u′ ′ ′= ⋅  

•  Aν  y=f(u) και u=g(x)   τότε  
dy dy du

=
dx du dx

⋅       ( κανόνας της αλυσίδας ) 

•  Γενικά αν  1 2 3y=f(u (u (u ..... u(x)) .... )))  τότε 1 2

1 2 3

du dudy dy du
....

dx du du du dx
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅   

 

Παράγωγοι  βασικών  συνθέτων συναντήσεων 
ν ν-1(f ) =νf f′ ′⋅      ,  νεΝ α α-1(f ) =αf f′ ′⋅     ,  αεR 

( f )′ =
f

2 f

′
                  

µ µ
1µ

ν ν ν
µ

f f f f
ν

−
′ 

′= = ⋅  
 

 

(ηµf) =συνf f′ ′⋅  ν ν-1(ηµ f) =ν ηµ f (ηµf)′ ′⋅ ⋅  

(συνf) =-ηµf f′ ′⋅  ν ν-1(συν f) =ν συν f (ηµf)′ ′⋅ ⋅  

2

2

1
(εφf) = f = (1+εφ f ) f

συν f
′ ′ ′⋅ ⋅  ν ν-1(εφ f) =ν εφ f (εφf)′ ′⋅ ⋅  

2

2

1
(σφf) = - f  = -(1+σφ f ) f

ηµ f
′ ′ ′⋅ ⋅  ν ν-1(σφ f) =ν σφ f (σφf)′ ′⋅ ⋅  

f f(e ) =e f′ ′⋅  f f(α ) =α ln α f′ ′⋅ ⋅  
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1
(lnf) = f

f
′ ′⋅                           ,           

1
(ln|f|) = f

f
′ ′⋅  ν 1(ln f) =ν ln f (ln f )ν−′ ′⋅ ⋅                  

1
(logf) = f

f ln10
′ ′⋅

⋅
     ν 1(log f) = log f (log f )ν−′ ′ν ⋅  

Προσοχή !                ( )f lnh f lnh f f(h )   = e  =  e (lnh f)   =  h (lnh f)   =  ... ⋅ ⋅′′ ′ ′⋅ ⋅  

Σχόλια 
Γενικά, αν µια συνάρτηση g είναι παραγωγίσιµη σε ένα διάστηµα ∆ και η  f  είναι 

παραγωγίσιµη στο g( )∆ , τότε η συνάρτηση f go  είναι παραγωγίσιµη στο ∆ και ισχύει 

( ( ( ))) ( ( )) ( )′ ′ ′= ⋅f g x f g x g x . 

∆ηλαδή, αν ( )=u g x , τότε  ( ( )) ( )′ ′ ′= ⋅f u f u u . Με το συµβολισµό του Leibniz, αν y f(u)=  και 

u g(x)= , έχουµε τον τύπο = ⋅
dy dy du

dx du dx
 που είναι γνωστός ως κανόνας της αλυσίδας. Το 

σύµβολο 
dy

dx
 δεν είναι πηλίκο. Στον κανόνα της αλυσίδας απλά συµπεριφέρεται ως πηλίκο, 

πράγµα που ευκολύνει την αποµνηµόνευση του κανόνα. 

 45. Παράγωγος συνάρτησης f(x) = x
α
  , α ε R 

Η συνάρτηση f µε f(x)  = x
α
  , α ε R παραγωγίζεται στο π.ο της µε f '(x) = α x

α-1
  ,  

εκτός από το 0 όταν 0 < α < 1. 

Πράγµατι, αν 
xαα exy ln==  και θέσουµε xαu ln= , τότε  έχουµε 

uey = . Εποµένως, 

1ln 1
)( −=⋅=⋅⋅=′⋅=′=′ ααxαuu xα

x

α
x

x
αeueey . 

 

46. Παράγωγος συνάρτησης f(x) = α
x 
, α>0 

Η συνάρτηση f µε  f(x) = α
x 
, είναι παραγωγίσιµη στο R µε παράγωγο  

f '(x) = (α
x
)' = α

x
lnα 

Πράγµατι, αν 
αxx eαy ln==  και θέσουµε αxu ln= , τότε έχουµε 

uey = . Εποµένως,

αααeueey
xαxuu

lnln)(
ln =⋅=′⋅=′=′ . 

 

47. Παράγωγος συνάρτησης f(x) = ln x  

Η συνάρτηση f µε  f(x) = ln x  είναι παραγωγίσιµη στο R
*
 µε παράγωγο  

f '(x) = (ln x )' =
x
1

 

Πράγµατι
.
  

— αν  0>x ,  τότε 
x

xx
1

)(ln)||(ln =′=′ ,    ενώ  

2008  
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— αν  0<x ,  τότε )ln(||ln xx −= , οπότε, αν θέσουµε  )ln( xy −=  και xu −= , έχουµε 

uy ln= . Εποµένως,    
xx

u
u

uy
1

)1(
1

 
1

)(ln =−
−

=′⋅=′=′  

και άρα x
x

1
)||(ln =′ . 

48. Αν δύο µεταβλητά µεγέθη x, y συνδέονται µε τη σχέση y=f(x), τι ονοµάζουµε ρυθµό 

µεταβολής του y ως προς το x στο σηµείο 

Αν δύο µεταβλητά µεγέθη x, y συνδέονται µε τη σχέση y = f (x) , όταν f είναι µια συνάρτηση 

παραγωγίσιµη στο  x 0, τότε ονοµάζουµε ρυθµό µεταβολής του y ως προς το xστο σηµείο 

x0 την παράγωγο  f ′ (x 0)  . 

Σχόλιο 

Κάθε πολυώνυµο περιττού βαθµού µε όρια στα άκρα έχει τουλάχιστον µία ρίζα. 

Σχόλια 
α) Ο ρυθµός µεταβολής της ταχύτητας υ ως προς το χρόνο t τη χρονική στιγµή to είναι η 

παράγωγος υ’(to), της ταχύτητας υ ως προς το χρόνο t τη χρονική στιγµή to. Η παράγωγος 

υ’(to) λέγεται επιτάχυνση του κινητού τη χρονική στιγµή to και συµβολίζεται µε α(to), 

δηλαδή: α(to)= υ’(to)=S’’(to). 

β) Στην οικονοµία το κόστος παραγωγής Κ, η είσπραξη Ε και το κέρδος Ρ εκφράζονται 

συναρτήσει της ποσότητας x του παραγόµενου προϊόντος. Έτσι, η παράγωγος Κ’(xo) 

παριστάνει το ρυθµό µεταβολής του κόστους Κ ως προς την ποσότητα x, όταν x=xo και 

λέγεται οριακό κόστος στο xo. Ανάλογα, ορίζονται και οι έννοιες οριακή είσπραξη στο xo 

και οριακό κέρδος στο xo. 

 

49.Να διατυπώσετε το θεώρηµα του Rolle και να το εξηγήσετε γεωµετρικά 

Αν µία συνάρτηση f είναι  

Συνεχής στο [ ]βα ,  

Παραγωγίσιµη στο (α, β) 

f(α)=f(β) 

τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον ξε(α, β) τέτοιο ώστε: f’(ξ)=0.  

Παρατηρήσεις 

• Γεωµετρικά αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει 

ένα τουλάχιστον ξε(α, β) τέτοιο ώστε η 

εφαπτόµενη της Cf στο Μ(ξ,f(ξ)) να είναι 

παράλληλη στον x´x. 

• Το θεώρηµα Rolle εξασφαλίζει την 

ύπαρξη ρίζας της πρώτης παραγώγου σ’ 

ένα διάστηµα (α, β) χωρίς όµως και να µας 1. 

 y

 O  x β ξ΄ ξ α

 Μ(ξ,f (ξ))

 Β(β,f (β))
 Α(α,f (α))

18

 

2007E  
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λέει ποια είναι η ρίζα. 

• Αν δεν ισχύει η µία τουλάχιστον από τις τρεις προϋποθέσεις του θεώρηµα Rolle στο 

[ ]βα ,  τότε δεν εφαρµόζεται το θεώρηµα Rolle. 

• Αν µια συνάρτηση f δεν ικανοποιεί όλες τις προϋποθέσεις του θεώρηµα Rolle στο  

[ ]βα ,  τότε αυτό δεν σηµαίνει ότι δεν υπάρχει οπωσδήποτε και ρίζα της f’ στο (α, β). 

 

50.   Να διατυπώσετε το θεώρηµα Μέσης Τιµής και να το εξηγήσετε γεωµετρικά 
Αν µία συνάρτηση f είναι 

• Συνεχής στο κλειστό διάστηµα [ ]βα ,  

• Παραγωγίσιµη στο ανοικτό διάστηµα (α, β) 

       Τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον ξε(α, β) τέτοιο ώστε: f’(ξ)=
( ) ( )

αβ
β

−
− aff

 

 

 Παρατήρηση 
 Γεωµετρικά αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον 

ξε(α, β) τέτοιο ώστε η     εφαπτοµένη της Cf  στο Μ(ξ,f(ξ)) 

να είναι παράλληλη στην ευθεία ΑΒ όπου Α(α,f(α)) και 

Β(β,f(β)).  

 

51. Ποιες οι συνέπειες του θεωρήµατος της Μέσης Τιµής 

Έστω µια συνάρτηση f ορισµένη σε ένα διάστηµα ∆. Αν  

• Η f είναι συνεχής στο ∆ και  

• f’(x)=0 για κάθε εσωτερικό σηµείο x του ∆ 

τότε η f είναι σταθερή σε όλο το διάστηµα ∆. 

Αρκεί να αποδείξουµε ότι για οποιαδήποτε ∆xx ∈21 ,  ισχύει )()( 21 xfxf = . Πράγµατι 

• Αν 21 xx = , τότε προφανώς )()( 21 xfxf = . 

• Αν 21 xx < , τότε στο διάστηµα ],[ 21 xx  η  f  ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήµατος 

µέσης τιµής. Εποµένως, υπάρχει ),( 21 xxξ ∈  τέτοιο, ώστε 

        
12

12 )()(
)(

xx

xfxf
ξf

−

−
=′ .           (1) 

Επειδή το ξ είναι εσωτερικό σηµείο του ∆, ισχύει 0)( =′ ξf ,οπότε, λόγω της (1), είναι 

)()( 21 xfxf = . Αν 12 xx < , τότε οµοίως αποδεικνύεται ότι )()( 21 xfxf = .  

Σε όλες, λοιπόν,  τις περιπτώσεις είναι )()( 21 xfxf = .       

 

52. Έστω δύο συναρτήσεις f, g ορισµένες σε ένα διάστηµα ∆. Αν  

• οι f, g είναι συνεχείς στο ∆ και 

• f΄(x)=g΄(x) για κάθε εσωτερικό σηµείο x του ∆, τότε υπάρχει σταθερά c 

τέτοια ώστε για κάθε xε∆ να ισχύει f(x)=g(x)+c. 

 

 Β(β,f (β)) 

 β  ξ΄  ξ  a  x 

 y 

 Ο 

 M(ξ,f (ξ)) 

 A(a,f (a)) 

20 

 

2003 – 2008E - 2013 

2016 – 2016E 

2003O – 2004E –

2009 – 2014 

2015O  
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ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

• Η συνάρτηση gf −  είναι συνεχής στο ∆ 

και για κάθε εσωτερικό σηµείο ∆x ∈  

ισχύει 

• 0)()()()( =′−′=′− xgxfxgf . 

• Εποµένως, σύµφωνα µε το παραπάνω 

θεώρηµα, η συνάρτηση gf −  είναι 

σταθερή στο ∆. Άρα, υπάρχει σταθερά c τέτοια, ώστε για κάθε ∆x∈  να ισχύει 
cxgxf =− )()( , οπότε       cxgxf += )()( .      

 

 

53. Ισχύει η ισοδυναµία f ΄(x)=f(x)⇔ f(x)=ce
x
 

i) Για κάθε ∈x R έχουµε:  0
)()(

)(

)()()(
)(

)1(

2
=

−′
=

−′
=

′







=′
xx

xx

x
e

xfxf

e

exfexf

e

xf
xφ , 

Εποµένως, η φ είναι σταθερή στο R. 

ii) Επειδή η φ είναι σταθερή, υπάρχει ∈c R τέτοιο, ώστε cxφ =)(  για κάθε ∈x R ή, 

ισοδύναµα, c
e

xf
x

=
)(

 για κάθε ∈x R. Εποµένως   
xcexf =)(   για κάθε  ∈x R. 

Επειδή 1)0( =f , έχουµε c=1 , οπότε    
xexf =)(   για κάθε  ∈x R. 

 

Σχόλια 

Τα παραπάνω θεωρήµατα ισχύουν σε διαστήµατα και όχι σε ένωση 

διαστηµάτων. 

Αν f ΄(x)=0 για xεR* τότε είναι λάθος να πούµε ότι  f(x)=c για xεR*. 

 

54 . Παράγωγος και µονοτονία. 

Έστω µια συνάρτηση f η οποία είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆. 

. Αν f΄(χ)>0 σε κάθε εσωτερικό σηµείο χ του ∆, τότε η f είναι γνησίως αύξουσα σε όλο το 

∆ 

. Αν f΄(χ)<0 σε κάθε εσωτερικό σηµείο χ του ∆, τότε η f είναι γνησίως φθίνουσα σε όλο 

το ∆ 

• Αποδεικνύουµε το θεώρηµα στην περίπτωση που είναι 0)( >′ xf . 

Έστω ∆xx ∈21 ,  µε 21 xx < . Θα δείξουµε ότι )()( 21 xfxf < . Πράγµατι, στο διάστηµα 

],[ 21 xx  η  f  ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ. Εποµένως, υπάρχει ),( 21 xxξ ∈  τέτοιο, 

ώστε 
12

12 )()(
)(

xx

xfxf
ξf

−

−
=′ , οπότε έχουµε ))(()()( 1212 xxξfxfxf −′=−  

• 

 y

 O  x

 y=g(x)+c

 y=g(x)

22

 

2006 –  2012 

2014O  - 2017 
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Επειδή 0)( >′ ξf  και 012 >− xx , έχουµε 0)()( 12 >− xfxf , οπότε )()( 21 xfxf < . 

• Στην περίπτωση που είναι 0)( <′ xf  εργαζόµαστε αναλόγως.      

 

Σχόλιο 

Το αντίστροφο του παραπάνω θεωρήµατος δεν ισχύει. 
∆ηλαδή αν η συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα στο ∆, η 

παραγωγός της δεν είναι υποχρεωτικά θετική στο εσωτερικό του 

∆ , µπορεί να είναι και µηδέν. 

Για παράδειγµα, η συνάρτηση 3)( xxf = , αν και είναι γνησίως 

αύξουσα στο R, εντούτοις έχει παράγωγο 23)( xxf =  η οποία δεν 

είναι θετική σε όλο το R, αφού 0)0( =′f . Ισχύει όµως 0)( ≥′ xf  για κάθε ∈x R. ∆ηλαδή αν f 

γνησίως αύξουσα τότε ίσως f(x)≥0. 

 

 

 x 

 y=x3 

 y 

 Ο 
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Πίνακας Αρχικών Συναρτήσεων 
Συνάρτηση f                            Μια αρχική της f 

f(x)=0                                        F(x)=c,  c σταθερά 

f(x)=c                                        F(x)=cx 

f(x)=x
v
 v ε Ν*, x ε R

 
                F(x)=

1

1

+

+

v

x v

 

f(x)=x
α
  α ε R-{ }1− x>0             F(x)=

1

1

+

+

α

αx
 

f(x)=
x

1
, x>0 ή x<0                   F(x)=1n x  

f(x)=ηµx                                   F(x)=-συνx 

f(x)=συνx                                  F(x)=ηµx 

f(x)=
x2

1

συν
                               F(x)=εφx 

f(x)=
x2

1

ηµ
−                                F(x)=σφx   

f(x)=e
x
                                       F(x)=e

x
  

f(x)=κ
x
  0<k 1≠                          F(x)=

nk1

1
 k

x
 

f(x)=ηµg(x) g΄(x)                      F(x)=-συνg(x) 

f(x)=συνg(x) g΄ (x)                   F(x)=ηµg(x) 

f(x)=
( )

( )xg

xg
2

'

συν
 
                          F(x)=εφg(x) 

f(x)=
( )
( )xg

xg
2

'

ηµ
 
                            F(x)=σφg(x) 

f(x)=e
g(x)

g΄(x)                            F(x)=e
g(x)      

  

f(x)=k
g(x)

g΄(x) 0<k 1≠                F(x)=
nk1

1
 k

g(x) 

f(x)=
)(2

)('

xg

xg
                              F(x)= )(xg  

f(x)=
)(

)('

xg

xg
                                  F(x)=ln )(xg  

f(x)=g΄ (x)g
ν
(x)                          F(x)=

1

)(1

+

+

v

xg v

  

f(x)=g΄ (x)+n΄ (x)                      F(x)=g(x)+n(x) 

f(x)=g΄ (x)n(x)+g(x)n΄ (x)        F(x)=g(x)n(x) 

f(x)=
)(

)(')()()('
2 xn

xnxgxnxg −
           F(x)=

)(

)(

xn

xg
 

 

55. Πότε  µια συνάρτηση παρουσιάζει τοπικό µέγιστο στο xo εΑ 
Μια συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού το Α, θα λέµε ότι παρουσιάζει στο χοεΑ τοπικό µέγιστο, 

όταν υπάρχει δ>0 τέτοιο ώστε f(χ)≤  f(χ0) για κάθε   

β+α
α

→
β+α

α
ηµα

→συνα

α
συνα−

→ηµα

α
→

α
α

xln
k

x

k

x
x

x
x

e
e

x
x

 

g'h

e/

gf'f

h

=οπου

µεζωπολ

+

ορφηΜ

 

2012  

2015  
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χεΑ∩ (χ0-δ, χ0+δ). 

Το χ0 λέγεται θέση ή σηµείο τοπικού µεγίστου, ενώ το f(χ0) τοπικό µέγιστο της f. 

 

56.Πότε  µια συνάρτηση παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο στο xo ε Α 
Μια συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού το Α, θα λέµε ότι παρουσιάζει στο χοεΑ τοπικό ελάχιστο, 

όταν υπάρχει δ>0 τέτοιο ώστε f(χ)≥  f(χ0) για κάθε  χεΑ∩ (χ0-δ, χ0+δ). 

Το χ0 λέγεται θέση ή σηµείο τοπικού ελαχίστου,ενώ το f(χ0) τοπικό ελάχιστο της f.  

Σχόλιο 
α)  Τα τοπικά µέγιστα και τοπικά ελάχιστα της  f  λέγονται τοπικά ακρότατα αυτής, ενώ τα 

σηµεία στα οποία η  f  παρουσιάζει τοπικά ακρότατα λέγονται θέσεις τοπικών ακροτάτων. 

Το µέγιστο και το ελάχιστο της  f  λέγονται ολικά ακρότατα ή απλά ακρότατα αυτής. 

β) Ένα τοπικό µέγιστο µπορεί να είναι µικρότερο από ένα τοπικό ελάχιστο.  

γ ) Αν µια συνάρτηση f παρουσιάζει µέγιστο, τότε αυτό θα είναι το µεγαλύτερο από τα 
τοπικά µέγιστα, ενώ αν παρουσιάζει, ελάχιστο, τότε αυτό θα είναι το µικρότερο από τα 

τοπικά ελάχιστα.  

δ) Το µεγαλύτερο όµως από τα τοπικά µέγιστα µίας συνάρτησης δεν είναι πάντοτε 
µέγιστο αυτής. Επίσης το µικρότερο από τα τοπικά ελάχιστα µίας συνάρτησης δεν είναι 

πάντοτε  ελάχιστο της συνάρτησης. 

 

57. Να διατυπώσετε το θεώρηµα του Fermat και να το αποδείξετε: 
Έστω µια συνάρτηση f ορισµένη σ’ένα διάστηµα ∆ και χ0 ένα εσωτερικό σηµείο του ∆. 

Αν η f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο χ0 και είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο αυτό, τότε:   

f΄(χ0)=0 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

Ας υποθέσουµε ότι η  f  παρουσιάζει στο 0x  τοπικό µέγιστο. Επειδή το 0x  είναι εσωτερικό 

σηµείο του ∆ και η  f  παρουσιάζει σ’ αυτό τοπικό µέγιστο, υπάρχει 0>δ  τέτοιο, ώστε 

∆δxδx ⊆+− ),( 00         και    )()( 0xfxf ≤ , για κάθε ),( 00 δxδxx +−∈ .     (1) 

Επειδή, επιπλέον, η  f  είναι παραγωγίσιµη στο 0x , ισχύει

0

0

00

0

0

0

)()(
lim

)()(
lim)(

xx

xfxf

xx

xfxf
xf

xxxx −

−
=

−

−
=′

+→−→
. Εποµένως, 

— αν ),( 00 xδxx −∈ , τότε, λόγω της (1), θα είναι  0
)()(

0

0 ≥
−

−

xx

xfxf
, οπότε θα έχουµε 

  0
)()(

lim)(
0

0

0

0 ≥
−

−
=′

−→ xx

xfxf
xf

xx
           (2) 

— αν ),( 00 δxxx +∈ , τότε, λόγω της (1), θα είναι  0
)()(

0

0 ≤
−

−

xx

xfxf
, οπότε θα έχουµε 

   0
)()(

lim)(
0

0

0

0 ≤
−

−
=′

+→ xx

xfxf
xf

xx
.           (3) 

2004 – 2011 – 2016E – 2017E -2017O 
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Έτσι, από τις (2) και (3) έχουµε 0)( 0 =′ xf . 

Η απόδειξη για τοπικό ελάχιστο είναι ανάλογη.       

 

Γεωµετρική ερµηνεία 

Αν η f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο σηµείο ∈ α β
o

x ( , )  και είναι παραγωγίσιµη στο 

xo, τότε η εφαπτοµένη της  Cf στο σηµείο Μ(xo, f(xo)) είναι παράλληλη στον άξονα 

x x′ . 

 

Το αντίστροφο του παραπάνω θεωρήµατος δεν ισχύει  π.χ  f(x)=x
3
 . 

Μπορεί 0)( 0 =′ xf χωρίς στο xo να παρουσιάζει τοπικό ακρότατο. 

Παρατηρήσεις 

� Ένα τοπικό µέγιστο µπορεί να είναι µικρότερο από ένα τοπικό ελάχιστο. 

� Το µέγιστο είναι τοπικό ακρότατο, το αντίστροφο δεν ισχύει πάντα. 

� Το µέγιστο είναι µεγαλύτερο από τα τοπικά µέγιστα. 

� Το µεγαλύτερο από τα τοπικά µέγιστα δεν είναι πάντα µέγιστο. 

� Αν xo εσωτερικό του ∆ και παρουσιάζει τοπικό ακρότατο τότε f΄(xo)=0. 

Είναι Λάθος γιατί δεν γνωρίζουµε ότι είναι παραγωγίσιµη. 

� Αν xo ε ∆ και παρουσιάζει τοπικό ακρότατο και παραγωγίσιµη τότε f΄(xo)=0. 

Είναι Λάθος γιατί µπορεί να είναι άκρο κλειστού διαστήµατος. 

 

Σχόλιο 
Σύµφωνα µε το προηγούµενο θεώρηµα, τα εσωτερικά σηµεία του ∆ στα οποία η f΄είναι 

διαφορετική από το µηδέν, δεν είναι θέσεις τοπικών ακροτάτων µιας συνάρτησης f σ’ ένα 

διάστηµα ∆  

είναι: 

πιθανές θέσεις τοπικών ακροτάτων 
1. Τα εσωτερικά σηµεία του ∆ στα οποία η παράγωγος της f µηδενίζεται. 

2. Τα εσωτερικά σηµεία του ∆ στα οποία η f δεν παραγωγίζεται. 

3. Τα άκρα του ∆ (αν ανήκουν στο πεδίο ορισµού της)   

 

58. Τι ονοµάζεται κρίσιµο σηµείο µιάς συνάρτησης 

Τα εσωτερικά σηµεία του ∆ στα οποία η f δεν παραγωγίζεται ή η παράγωγός της είναι ίση µε 

το µηδέν, λέγονται κρίσιµα σηµεία της f στο διάστηµα ∆. 

Σχόλιο 
Όλα τα κρίσιµα σηµεία δεν είναι θέσεις πάντα τοπικών ακροτάτων. 

 

Παρατήρηση 
Πώς βρίσκουµε τα ολικά ακρότατα σε µια συνεχή συνάρτηση f σε ένα κλειστό διάστηµα; 

Απάντηση  

Αν µια συνάρτηση  f  είναι συνεχής σ’ ένα κλειστό διάστηµα [ , ]α β , όπως γνωρίζουµε από το 

Θεώρηµα µέγιστης και ελάχιστης τιµής, η  f  παρουσιάζει µέγιστο και ελάχιστο. Για την 

2013E  
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εύρεση του µέγιστου και ελάχιστου της συνάρτησης f σε ένα κλειστό διάστηµα εργαζόµαστε 

ως εξής: 

1. Βρίσκουµε τα κρίσιµα σηµεία της f. 

2. Υπολογίζουµε τις τιµές της  f  στα σηµεία αυτά και στα άκρα των διαστηµάτων. 

3. Από αυτές τις τιµές η µεγαλύτερη είναι το µέγιστο και η µικρότερη το ελάχιστο της f. 

 

59.ΘΕΩΡΗΜΑ 

Έστω µια συνάρτηση  f  παραγωγίσιµη σ’ ένα διάστηµα ),( βα , µε εξαίρεση ίσως ένα σηµείο 

του 0x , στο οποίο όµως η  f  είναι συνεχής. 

i) Αν 0)( >′ xf  στο ),( 0xα  και 0)( <′ xf  στο ),( 0 βx , τότε το )( 0xf  είναι τοπικό µέγιστο της  

f.    

 ii) Αν 0)( <′ xf  στο ),( 0xα  και 0)( >′ xf  στο ),( 0 βx , τότε το )( 0xf  είναι τοπικό ελάχιστο 

της  f.    

iii) Aν η )(xf ′  διατηρεί πρόσηµο στο ),(),( 00 βxxα ∪ , τότε το )( 0xf  δεν είναι τοπικό 

ακρότατο και η  f  είναι γνησίως µονότονη στο ),( βα .  

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

  i) Eπειδή 0)( >′ xf  για κάθε ),( 0xαx ∈  και η  f  είναι συνεχής στο 0x , η  f  είναι γνησίως 

αύξουσα στο ],( 0xα . Έτσι έχουµε    )()( 0xfxf ≤ ,  για κάθε  ],( 0xαx∈ . (1) 

Επειδή 0)( <′ xf  για κάθε ),( 0 βxx∈  και η  f  είναι συνεχής στο 0x , η  f  είναι γνησίως 

φθίνουσα στο ),[ 0 βx . Έτσι έχουµε:   )()( 0xfxf ≤ ,  για κάθε  ),[ 0 βxx ∈    (2) 

 y

 O

 f (x0)

 f ΄<0
 f ΄>0

 β a  x0  x
                           

 y

 O

 f ΄<0
 f ΄>0

 β a  x0  x

35a

 f (x0)

 

Εποµένως, λόγω των (1) και (2), ισχύει: 
)()( 0xfxf ≤ ,  για κάθε  ),( βαx∈ , 

που σηµαίνει ότι το )( 0xf  είναι µέγιστο της  f  στο ),( βα  και άρα τοπικό µέγιστο αυτής. 

 ii) Εργαζόµαστε αναλόγως. 

2012E - 2016  

2014E  



………στη γνώση                              σελ. 59 
 

………………………….το µέλλον θα είναι καλό αν φροντίσεις σωστά τα θέµατα του παρόντος  SLS… 
 

 y

 O

 f ΄<0

 f ΄>0

 β a  x0  x
                            

 y

 O

 f ΄<0  f ΄>0

 β a  x0  x

35β

 

iii) Έστω ότι  0)( >′ xf ,  για κάθε  ),(),( 00 βxxαx ∪∈ . 

 y

 O

 f ΄>0

 f ΄>0

 β a  x0  x
                            

 y

 O

 f ΄>0

 f ΄>0

 β a  x0  x

35γ

 

Επειδή η  f  είναι συνεχής στο 0x  θα είναι γνησίως αύξουσα σε κάθε ένα από τα διαστήµατα 

],( 0xα  και ),[ 0 βx . Εποµένως, για 201 xxx <<  ισχύει )()()( 201 xfxfxf << . Άρα το )( 0xf  

δεν είναι τοπικό ακρότατο της  f. Θα δείξουµε, τώρα, ότι η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο 

),( βα . Πράγµατι, έστω ),(, 21 βαxx ∈  µε 21 xx < . 

— Αν ],(, 021 xαxx ∈ , επειδή η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο ],( 0xα , θα ισχύει )()( 21 xfxf < . 

— Αν ),[, 021 βxxx ∈ , επειδή η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο ),[ 0 βx , θα ισχύει )()( 21 xfxf < . 

— Τέλος, αν 201 xxx << , τότε όπως είδαµε )()()( 201 xfxfxf << .  

Εποµένως, σε όλες τις περιπτώσεις ισχύει )()( 21 xfxf < , οπότε η  f  είναι γνησίως αύξουσα 

στο ),( βα . 

Οµοίως, αν 0)( <′ xf  για κάθε ),(),( 00 βxxαx ∪∈ . 

 

Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής σ’ένα κλειστό διάστηµα [α,β], όπως γνωρίζουµε η f 

παρουσιάζει µέγιστο και ελάχιστο. 

Για την εύρεση του µεγίστου και ελαχίστου εργαζόµαστε ως εξής: 

1. Βρίσκουµε τα κρίσιµα σηµεία της f. 

2. Υπολογίζουµε τις τιµές της f στα σηµεία αυτά και στα άκρα των διαστηµάτων. 

3. Από αυτές τις τιµές η µεγαλύτερη είναι το µέγιστο και η µικρότερη το ελάχιστο της f. 
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60. Ποια η γεωµετρική ερµηνεία της κυρτότητας. 

Ας θεωρήσουµε τώρα τις γραφικές παραστάσεις των παρακάτω συναρτήσεων στο διάστηµα 

),0[ ∞+ .  (a)

 x

 y

 +

 Ο

 y=x2

 Καθώς το x αυξάνεται

 η εφαπτοµένη  της  Cf

 στρέφεται  κατά τη θε-

 τική φορά                   

 y x=

 x

 y

 Ο

39

 −

 (β)

 Καθώς το x αυξάνεται

 η εφαπτοµένη της Cg

 στρέφεται  κατά  την

 αρνητική φορά  

Παρατηρούµε ότι καθώς το x αυξάνεται: 

— η κλίση )(xf ′  της fC  αυξάνεται, δηλαδή η f ′  είναι γνησίως αύξουσα στο ),0[ ∞+ , ενώ 

— η κλίση της )(xg ′  της gC  ελαττώνεται, δηλαδή η g ′  είναι γνησίως φθίνουσα στο ),0[ ∞+ . 

Στην πρώτη περίπτωση λέµε ότι η συνάρτηση  f  στρέφει τα κοίλα προς τα άνω στο ),0[ ∞+ , 

ενώ στη δεύτερη περίπτωση λέµε ότι η g στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω στο ),0[ ∞+ . 

 

 

61. Έστω µια συνάρτηση f συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ και παραγωγίσιµη στο 

εσωτερικότου ∆, πότε θα λέµε ότι η f στρέφει τα κοίλα προς τα άνω και πότε προς τα 

κάτω; 

Έστω µία συνάρτηση  f  σ υ ν ε χ ή ς  σ’ ένα διάστηµα ∆ και π α ρ α γ ω γ ί σ ι µ η  στο  ε σ 

ω τ ε ρ ι κ ό  του ∆. Θα λέµε ότι: 

• Η συνάρτηση  f  στρέφει τα κοίλα προς τα άνω ή είναι κυρτή στο ∆, αν η f ′  είναι 

γνησίως αύξουσα στο  ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  του ∆. 

 

• Η συνάρτηση  f  στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω ή είναι κοίλη στο ∆, αν η f ′  είναι 

γνησίως φθίνουσα στο  ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  του ∆. 

 

ΣΧΟΛΙΟ 

Αποδεικνύεται ότι, αν µια συνάρτηση f είναι κυρτή (αντιστοίχως κοίλη) σ’ ένα 

διάστηµα ∆, τότε η εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης της f σε κάθε σηµείο του ∆ 

βρίσκεται “κάτω” (αντιστοίχως “πάνω”) από τη γραφική της παράσταση , µε εξαίρεση 

το σηµείο επαφής τους. 

 Σχόλιο 

Για να δηλώσουµε στον πίνακα µεταβολών ότι µια συνάρτηση  f  είναι κυρτή 

χρησιµοποιούµε το συµβολισµό  (αντιστοίχως κοίλη χρησιµοποιούµε ). 

 

2006 – 2011O  

2010 – 2014  
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62. ΘΕΩΡΗΜΑ 

Έστω µια συνάρτηση f συνεχής σ’ένα διάστηµα ∆ και δυο φορές παραγωγίσιµη στο 

εσωτερικό του ∆. 

. Αν f΄΄(χ)>0 για κάθε εσωτερικό σηµείο χ του ∆, τότε η f είναι κυρτή στο ∆. 

. Αν f΄΄(χ)<0 για κάθε εσωτερικό σηµείο χ του ∆, τότε η f είναι κοίλη στο ∆. 

 

Το αντίστροφο του παραπάνω θεωρήµατος δεν ισχύει  π.χ  f(x)=x
4
 .  

∆ηλαδή η f µπορεί να είναι κυρτή όµως µπορεί να είναι f΄΄(x)≥0. 

Επειδή η 3( ) 4f x x′ =  είναι γνησίως αύξουσα στο R  η 4( )f x x=  είναι 

κυρτή στοR. Εντούτοις, η ( )f x′′  δεν είναι θετική στοR, αφού (0) 0f ′′ = . 

 

 

63.Πότε το σηµείο ονοµάζεται σηµείο καµπής της γραφικής παράστασης  της f 

Έστω µια συνάρτηση  f  παραγωγίσιµη σ’ ένα διάστηµα ),( βα , µε εξαίρεση ίσως ένα σηµείο 

του  0x . Αν 

   • η  f είναι κυρτή στο ),( 0xα  και κοίλη στο ),( 0 βx , ή αντιστρόφως, και 

   • η fC  έχει εφαπτοµένη στο σηµείο ))(,( 00 xfxA , 

τότε το σηµείο ))(,( 00 xfxA  ονοµάζεται σηµείο καµπής της γραφικής παράστασης της  f. 

Σχόλιο 

Όταν το 
0 0

A(x ,f(x ))  είναι σηµείο καµπής της 
f

C , τότε λέµε ότι η f παρουσιάζει στο 
0

x  καµπή 

και το 
0

x  λέγεται θέση σηµείου καµπής. Στα σηµεία καµπής η εφαπτοµένη της 
fC  

“διαπερνά” την καµπύλη. 

 

64.  ΘΕΩΡΗΜΑ 

Αν το Α (χ0,f(χ0)) είναι σηµείο καµπής της γραφικής παράστασης της f και η f είναι δυο 

φορές παραγωγίσιµη, τότε f΄΄(χ0)=0. 

 

Το αντίστροφο του παραπάνω θεωρήµατος δεν ισχύει  π.χ  f(x)=x
4
 . 

∆ηλαδή µπορεί f ΄΄(x0)=0, χωρίς στο xo να παρουσιάζει σηµείο καµπή. 

 

Ποιες είναι οι πιθανές θέσεις σηµείων καµπής µιας συνάρτησης f σε ένα διάστηµα ∆; 

Απάντηση  

i)Τα εσωτερικά σηµεία του ∆ στα οποία η ′′f µηδενίζεται. 

ii)Τα εσωτερικά σηµεία του ∆ στα οποία δεν υπάρχει η ′′f . 

 

2017O – 2017E  
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Πώς καταλήγουµε στο ποιες από τις πιθανές θέσεις σηµείων καµπής µιας 

συνάρτησης f αποτελούν τελικά σηµεία καµπής της;  

Έστω µια συνάρτηση f oρισµένη σ’ ένα διάστηµα ( , )α β  και 
0

x ( , )∈ α β . Αν  

• η f′′  αλλάζει πρόσηµο εκατέρωθεν του 
0

x  και    

• ορίζεται εφαπτοµένη της 
f

C  στο 
0 0

A(x ,f(x )) , 

τότε το 
0 0

A(x ,f(x ))  είναι σηµείο καµπής της 
f

C . 

 

65.Πότε η ευθεία 0xx =  λέγεται κατακόρυφη ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης  

της f 

Αν ένα τουλάχιστον από τα όρια )(lim
0

xf
xx
+→

, )(lim
0

xf
xx −→

 είναι +∞  ή −∞ , τότε η ευθεία 0xx =  λέγεται 

κατακόρυφη ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης της  f. 

 

66 . Πότε η ευθεία l=y  λέγεται οριζόντια ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης της f 

στο +∞   (αντίστοιχα στο −∞  ) 

Αν l=
+∞→

)(lim xf
x

 (αντιστοίχως ))(lim l=
−∞→

xf
x

, τότε η ευθεία l=y  λέγεται οριζόντια ασύµπτωτη 

της γραφικής παράστασης της  f  στο +∞  (αντιστοίχως στο −∞ ). 

 

67 . Πότε η ευθεία y=λx+β  λέγεται ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης της f στο +∞  

(αντίστοιχα στο −∞  ) 

Η ευθεία βxλy +=  λέγεται ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης της  f  στο +∞ , 

αντιστοίχως στο −∞ , αν 

0)]()([lim =+−
+∞→

βxλxf
x

,  

αντιστοίχως 

0)]()([lim =+−
−∞→

βxλxf
x

. 

 

68.ΘΕΩΡΗΜΑ 
Η ευθεία y=λχ+β είναι ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης της f στο +∞ , αντιστοίχως στο 

-∞  

αν και µόνο αν Rλε
x

)x(f
lim

x
=

+∞→
 και ][ Rβελχ)x(flim

x
=−

+∞→
,  

Αντιστοίχως Rλε
x

)x(f
lim

x
=

−∞→
 και ][ Rεβxλ)x(flim

x
=−

−∞→
 

ΣΧΟΛΙΑ 

1. Αποδεικνύεται ότι: 

2009O  – 2010 

2015E  

2005  – 2011  
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   — Οι πολυωνυµικές συναρτήσεις βαθµού µεγαλύτερου ή ίσου του 2 δεν έχουν 

ασύµπτωτες. 

    — Οι ρητές συναρτήσεις 
)(

)(

xQ

xP
, µε βαθµό του αριθµητή )(xP  µεγαλύτερο τουλάχιστον 

κατά δύο του βαθµού του παρονοµαστή, δεν έχουν πλάγιες ασύµπτωτες. 

2. Σύµφωνα µε τους παραπάνω ορισµούς, ασύµπτωτες της γραφικής παράστασης µιας 

συνάρτησης  f  αναζητούµε: 

    — Στα άκρα των διαστηµάτων του πεδίου ορισµού της στα οποία η  f  δεν ορίζεται. 

    — Στα σηµεία του πεδίου ορισµού της, στα οποία η  f  δεν είναι συνεχής. 

    — Στο +∞ , −∞ , εφόσον η συνάρτηση είναι ορισµένη σε διάστηµα της µορφής ),( +∞α , 

αντιστοίχως ),( α−∞ . 

 

 

69 . Να διατυπώσετε τους κανόνες de l’Hospital 

ΘΕΩΡΗΜΑ 1ο (µορφή 
0

0 ) 

Αν 0)(lim
0

=
→

xf
xx

, 0)(lim
0

=
→

xg
xx

, },{0 ∞+−∞∪∈�x  και υπάρχει το 
)(

)(
lim

0 xg

xf

xx ′

′
→

 (πεπερασµένο ή άπειρο), 

τότε: 

)(

)(
lim

)(

)(
lim

00 xg

xf

xg

xf

xxxx ′

′
=

→→
. 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2ο (µορφή 
∞+

+∞
) 

Αν +∞=
→

)(lim
0

xf
xx

, +∞=
→

)(lim
0

xg
xx

, },{x0 ∞+−∞∪∈ R  και υπάρχει το 
)(

)(
lim

0 xg

xf

xx ′

′
→  

(πεπερασµένο ή άπειρο), τότε:
 )(

)(
lim

)(

)(
lim

00 xg

xf

xg

xf

xxxx ′
′

=
→→

. 

 

ΣΧΟΛΙΑ ΓΙΑ ΤΗΝ ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ 
Η µελέτη της µονοτονίας µιας συνάρτησης γίνεται ως εξής: 

1. Βρίσκουµε τη πρώτη παράγωγο της συνάρτησης. 

2. Βρίσκουµε το πρόσηµο της πρώτης παραγώγου. 

3. Στα διαστήµατα που η πρώτη παράγωγο είναι θετική η συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα, 

ενώ στα διαστήµατα που είναι αρνητική είναι γνησίως φθίνουσα. 

 

ΣΧΟΛΙΑ ΓΙΑ ΤΑ ΑΚΡΟΤΑΤΑ 
Για την εύρεση των τοπικών ακροτάτων µιας συνάρτησης f εργαζόµαστε ως εξής: 

1. Βρίσκουµε την f’ 

2. Βρίσκουµε τις ρίζες της f’ 
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3. Βρίσκουµε το πρόσηµο της f’ 

4. Αν χ0 είναι ρίζα της f’ κι αριστερά του χ0 το πρόσηµο της f’ είναι (+) και δεξιά (-), τότε η f 

παρουσιάζει στο χ0 τοπικό µέγιστο το f(χ0). 

5. Αν χ0 είναι ρίζα της f’ κι αριστερά του χ0  το πρόσηµο της f’΄είναι (-) και δεξιά (+), τότε η 

f παρουσιάζει στο χ0 τοπικό ελάχιστο το f(χ0). 

6. Αν εκατέρωθεν του χ0 η f’ δεν αλλάζει πρόσηµο τότε στο χ0 η f δεν παρουσιάζει 

ακρότατο. 

7. Η αναζήτηση των σηµείων του πεδίου ορισµού στα οποία µια συνάρτηση f παρουσιάζει 

τοπικά ακρότατα γίνεται: 

. Στις ρίζες της f’ 

. Στα σηµεία του π.ο. που η f δεν παραγωγίζεται 

. Στα άκρα των κλειστών διαστηµάτων που απαρτίζουν το π.ο. 

 

Παρατηρήσεις για τις παραµετρικές στα ακρότατα 

Αν σε µια άσκηση µας ζητούν να βρεθούν οι παραµετρικοί ώστε στο χ0 να παρουσιάζει 

ακρότατο  εργαζόµαστε ως εξής: 

. Αρχικά αναφέρουµε ότι η f είναι παραγωγίσιµη. 

. Για να έχει στο χ0 σηµείο ακρότατο η f πρέπει f ΄(χ0)=0 και εκατέρωθεν του χ0 η f ΄ να 

αλλάζει πρόσηµο. 

. Αφού βρούµε τις παραµέτρους εκµεταλευόµενοι τη σχέση f΄(χ0)=0 πρέπει να 

επαληθεύσουµε τον παραπάνω περιορισµό. 

 

ΣΧΟΛΙΑ ΓΙΑ ΤΑ ΣΗΜΕΙΑ ΚΑΜΠΗΣ 
1. Βρίσκουµε την 1

η
 και την 2

η
 παράγωγο της συνάρτησης. 

2. Βρίσκουµε τις ρίζες της 2
ης

 παραγώγου 

3. Βρίσκουµε το πρόσηµο της 2
ης

 παραγώγου. Στα σηµεία που µηδενίζεται η 2
η
 παράγωγος 

κι αλλάζει πρόσηµο, η συνάρτηση παρουσιάζει καµπή. Αν χ0 είναι ένα τέτοιο σηµείο τότε το 

σηµείο καµπής είναι Μ(χ0,f(χ0)). 

 

Παρατηρήσεις για τις παραµετρικές στη καµπή 

Αν σε µια άσκηση µας ζητούν να βρεθούν οι παραµετρικοί ώστε στο χ0 να παρουσιάζει 

καµπή εργαζόµαστε ως εξής: 

. Αρχικά αναφέρουµε ότι η f είναι παραγωγίσιµη. 

. Για να έχει στο χ0 σηµείο καµπής η f πρέπει f΄΄(χ0)=0 και εκατέρωθεν του χ0 η f΄΄ να 

αλλάζει πρόσηµο. 

. Αφού βρούµε τις παραµέτρους εκµεταλευόµενοι τη σχέση f΄΄(χ0)=0 πρέπει να 

επαληθεύσουµε τον παραπάνω περιορισµό. 

 

ΜΕΛΕΤΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
1. Βρίσκουµε το πεδίο ορισµού 

2. Εξετάζουµε αν η συνάρτηση είναι άρτια ή περιττή. 

Αν είναι άρτια, η γραφική της παράσταση έχει άξονα συµµετρίας τον yy’, ενώ αν είναι 

περιττή, έχει κέντρο συµµετρίας την αρχή 0 των αξόνων. 
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3. Εξετάζουµε αν η συνάρτηση είναι περιοδική µε περίοδο Τα τότε η µελέτη αυτής γίνεται 

σε διάστηµα του πλάτους Τ. 

4. Εξετάζουµε τη συνάρτηση ως προς τη συνέχεια και τη παράγωγο. 

5. Βρίσκουµε την 1
η
 παράγωγο τις ρίζες της και το πρόσηµο της και µε τη βοήθεια αυτών 

βρίσκουµε τα διαστήµατα µονοτονίας το είδος µονοτονίας σε καθένα από αυτά και τα τοπικά 

ακρότατα. 

6. Βρίσκουµε τη 2
η
 παράγωγο τις ρίζες και το πρόσηµο της και µε τη βοήθεια αυτών 

µελετάµε τη συνάρτηση ως προς τα κοίλα και τα σηµεία καµπής. 

7. Βρίσκουµε τα όρια της συνάρτησης στα άκρα των διαστηµάτων που απαρτίζουν το πεδίο 

ορισµού. 

8. Βρίσκουµε τις ασύµπτωτες της γραφικής παράστασης(πλάγιες, οριζόντιες, κατακόρυφες). 

9. Βρίσκουµε τα σηµεία που η γραφική παράσταση τη συνάρτηση τέµνει τους άξονες. 

10. Κατασκευάζουµε τον πίνακα µεταβολών. 

11. Κάνουµε την γραφική παράσταση της συνάρτησης 

 

Απαντήστε αν είναι Σωστά ή Λάθος τα παρακάτω 

1. Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο x0, τότε: 
0

0

xx0

0

xx xx

)x(f)x(f

xx

)x(f)x(f
limlim

00
−

−
≠

−

−
+− →→

. 

2. Αν η f δεν είναι συνεχής στο x0, τότε η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο x0. 

3. H συνάρτηση 2x)x(f −=  είναι συνεχής, αλλά όχι παραγωγίσιµη στο x0=0. 

4. Aν η f είναι παραγωγίσιµη στο x0, τότε είναι και συνεχής στο x0. 

5. Aν η f είναι συνεχής στο x0, τότε είναι και παραγωγίσιµη στο x0. 

6. Aν η Cf δέχεται εφαπτοµένη στο σηµείο ( ))x(f,xA 00 , τότε είναι παραγωγίσιµη στο x0. 

7. Aν η Cf έχει στο σηµείο ( ))x(f,xM 00  εφαπτοµένη την ευθεία x=x0, τότε η f δεν είναι 

παραγωγίσιµη στο x0. 

8. Aν η f είναι παραγωγίσιµη στο x0, τότε: R
h

)x(f)hx(f 00

0h
lim ∈

−+

→

. 

9. Αν f(x)=α, τότε: f´(x)=0. 

10. Aν f(α)=α
3
, τότε: f´(α)=0. 

11. Αν ω−=ω)(f , τότε: 
ω

=ω
2

1
)('f . 

12. Αν f(x)=lnx, τότε: f´(1)=1. 

13. Έστω f(x)=ηµx+συνx. Τότε: f΄(π)=1. 

14. Αν 
)x(g

)x(h
)x(f =  , τότε: 

)x(g

)x(h
)x(f

′
′

=′ . 

15. Αν f(x)=g(-x), τότε: f´(x)=g´(-x). 

16. Aν ( ))x(gf)x(h = , τότε: ( ))x('g'f)x('h = . 

17. Αν f(x)=συν
2
x, τότε: f´(x)=-ηµ2x. 

18. ∆ίνεται η άρτια συνάρτηση )x(f ,  x ∈ IR  µε παραγώγους τέταρτης τάξης.  Τότε δεν 

ισχύει: η f’’’ είναι άρτια 
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19. Αν το 0x είναι ρίζα του πολυωνύµου P(x) πολλαπλότητας 5, τότε το 0x  είναι ρίζα του: 
)x(''Ρ πολλαπλότητας 3 

20. H κλίση της )1x(ln)x(f 3 +=  στο x0=0 είναι ίση µε 0. 

21. Η εφαπτοµένη της 4x2

e)x(f −=  στο σηµείο ( ))2(f,2A  έχει εξίσωση y=4x-7. 

22. Αν f(x)=(ηµx)
x
, τότε: 1x)x(x)x('f −ηµ= . 

23. Η συνάρτηση 1xx)x(f 2 ++=  έχει στο x0=0 παράγωγο 
2

1
)0('f = . 

24. Αν xe)xlnx(f 1x += − , τότε: f΄(0)=2. 

25. Aν oo)(f θηµ=θ   τότε oo)('f θσυν=θ  

26. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο x0 ∈ R, τότε ισχύει  

0  h
lim
→ h

)(x f - h)  (x  f 00 +
 =  

0  h
lim
→ h

)(x f - h)- (x  f 00 . 

27. Αν f (x) = e
x
, τότε f ΄ (x0) = 

0 h 
lim
→ h

e - e 00 xh  x +

. 

28. Η συνάρτηση f (x) = x  είναι παραγωγίσιµη στο πεδίο ορισµού της. 

29. Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0, τότε ορίζεται πάντα η εφαπτοµένη της Cf στο 

σηµείο της Μ (x0, f (x0)). 

30. H εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης της f στο σηµείο της Μ (x0, f (x0)), δεν έχει 

άλλο κοινό σηµείο µε την Cf. 

31. Αν µια ευθεία (ε) έχει µε τη γραφική παράσταση µιας συνάρτησης µόνο ένα κοινό 

σηµείο, τότε είναι οπωσδήποτε εφαπτοµένη της. 

32. Μια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα ∆ µε  

f ΄ (x) ≠ 0, για κάθε x ∈ ∆. Τότε η γραφική της παράσταση δεν δέχεται οριζόντια 

εφαπτοµένη 

33. Οι εφαπτοµένες των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων f (x) = x
2
,  

g (x) = x
2
 + 3, h (x) = x

2
 - 20 στα σηµεία τοµής τους µε την ευθεία x = x0, είναι 

παράλληλες. 

34. Η εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης µιας σταθερής συνάρτησης σε οποιοδήποτε 

σηµείο της, συµπίπτει µε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης. 

35. Αν µια συνάρτηση f δεν είναι παραγωγίσιµη στο x0, τότε δεν είναι συνεχής στο x0. 

36. Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο x0, τότε η f ΄ είναι συνεχής στο x0.   

37. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο 2004, τότε [f (2004)] ΄ = f ΄ (2004).  

 

38. Αν το άθροισµα f + g δύο συναρτήσεων είναι παραγωγίσιµη συνάρτηση στο x0, τότε 

και οι συναρτήσεις f και g είναι παραγωγίσιµες στο x0.  

39. Σε κάθε χρονική στιγµή ο ρυθµός µεταβολής της ταχύτητας ενός κινητού είναι η 

επιτάχυνση αυτού. 

40. Αν f (x) = x
4
, τότε υπάρχουν σηµεία της Cf µε παράλληλες εφαπτοµένες.  

41. Αν f ΄ (x) = 3x
2
, τότε ισχύει πάντα f (x) = x

3
.  
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42. Στο σχήµα η γραφική παράσταση της g προκύπτει από µια κατακόρυφη µετατόπιση της 

Cf. Ισχύει  f ΄ (x) = g ΄ (x), για κάθε x στο κοινό πεδίο ορισµού τους. 
y

0 x

cf

cg

y

0 x

cf

cg

   
43. Η γραφική παράσταση µιας συνάρτησης f έχει εφαπτοµένη στο x0 την ευθεία  

y = αx + β, µε α ≠ 0, όταν a
xx

)x(f)x(f

0

0

xx
lim

0

=
−

−

→

 

44. Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f δέχεται οριζόντια εφαπτοµένη στο  

Α (x0, f (x0)), όταν ±∞=
−

−

→ 0

0

xx xx

)x(f)x(f
lim

0

 

45. Αν µια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο x0 µε f ΄ (x0) = 0, τότε η  γραφική της 

παράσταση στο σηµείο Α (x0, f (x0)) δέχεται εφαπτοµένη της µορφής y = αx + β, α ≠ 0 

46. Η γραφική παράσταση Cf µιας συνάρτησης f είναι αυτή που φαίνεται στο διπλανό 

σχήµα. Τότε λάθος είναι ότι 

Α. η f είναι παραγωγίσιµη στο x1   Β. η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο x2 

Γ. η Cf δέχεται εφαπτοµένη στο x3 ∆. η f είναι παραγωγίσιµη στο x4 

Ε. η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο x5 

 
y

0 xx1 x3 x4x2 x5

 
47. Η γραφική παράσταση µιας συνάρτησης f φαίνεται στο διπλανό σχήµα. Η εξίσωση  

f ΄ (x) = 0 έχει λύση την 

Α. x = 0  Β. x = 1    Γ. x = 2 ∆. x = 4  Ε. καµία από τις 

παραπάνω 

1 x0

y

2 4
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48. Οι συναρτήσεις f, g είναι παραγωγίσιµες στο R και ισχύει f ΄ (x0) = g ΄ (x0) για κάποιο 

x0 ∈ R. Τότε Α. f (x0) = g (x0) Β. x0 ≠ 0    

Γ. οι εφαπτοµένες των Cf, Cg στα (x0, f (x0)) και (x0, g (x0)) αντίστοιχα, είναι 

παράλληλες ∆. f ΄΄ (x0) = g ΄΄ (x0)     Ε. f ΄ (x) = g ΄ (x), για κάθε x ∈ R. 

49. Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο R και ισχύει f ΄ (x0) = 2. Η γωνία που 

σχηµατίζει η εφαπτοµένη της Cf στο (x0, f (x0)) µε τον άξονα x΄x είναι περίπου 

Α. - 64° Β. 27,3° Γ. 63,4° ∆. 89° Ε. 106,4° 
50. Οι συναρτήσεις f, g είναι δυο φορές παραγωγίσιµες στο κοινό πεδίο ορισµού τους R. 

Για να έχουν κοινή εφαπτοµένη στο Α (1, 2), από τις παρακάτω συνθήκες: 

Ι. f ΄ (1) = g ΄ (1)   ΙΙ. f (1) = g (1)   

ΙΙΙ. f, g συνεχείς στο x0 = 1  ΙV. f ΄΄ (1) = g ΄΄ (1) 

απαραίτητες είναι  

Α. µόνο η Ι  Β. µόνο η ΙΙ Γ. οι Ι και  ΙΙ∆. οι ΙΙ και IV E. Όλες 

51. Αν για τις παραγωγίσιµες στο R συναρτήσεις f, g ισχύουν f(0)=4, f’(0)=3, f’(5)=6, 

g(0)=5, g’(0)=1, g’(4)=2, τότε (fog)’ (0)=(gof)’(0). 

52. Το 
h

6
)h

6
(

lim
0h

π
εφ−+

π
εφ

→
 ισούται µε:

3

4
 

53. Το 
h

x

1

hx

1

lim
0h

−
+

→
 ισούται µε:-

2x

1
 

54. Αν f(χ)=5
3χ

 τότε η f’(x) ισούται µε:5
3χ

ln125 

55. Aν οι εφαπτόµενες των συναρτήσεων f(χ)=lnx και g(χ)=2χ
2
 στα σηµεία µε τετµηµένη χ0 

είναι παράλληλες, τότε το χ0 είναι:
2

1
  . 

56. Αν f(χ)=e
βχ

 , g(x)=e
αχ

 και 
)x('g

)x('f

)x(g

)x(f
'

=







, τότε το β ως συνάρτηση του α ισούται µε:

1a
a2

−
 . 

 

Απαντήστε αν είναι Σωστά ή Λάθος τα παρακάτω 

1. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο R και f (α) ≠ f (β), α, β ∈ R, α < β, τότε ισχύει 

f ΄ (x) ≠ 0 για κάθε x ∈ (α, β). 

2. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο R και x0 ∈ R, τότε για κάθε x ∈ R υπάρχει ξ ∈ 

R ώστε f (x) - f (x0) = f ΄ (ξ) (x - x0). 

3. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα [α, β] και παραγωγίσιµη στο διάστηµα 

(α, β), τότε υπάρχει ένα µόνο  ξ ∈ (α, β) ώστε  

f (α) - f (β) = f ΄ (ξ) (α - β). 

4. Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα [α, β] και παραγωγίσιµη στο διάστηµα 

(α, β), τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον σηµείο x0 ∈ (α, β) στο οποίο η εφαπτοµένη της Cf 

είναι παράλληλη προς την ευθεία που διέρχεται από τα σηµεία (α, f (α)), (β, f (β)). 
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5. Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα [α, β], παραγωγίσιµη στο διάστηµα (α, 

β) και f (α) = f (β), τότε υπάρχει τουλάχιστον ένα σηµείο x0 εσωτερικό του διαστήµατος 

[α, β], στο οποίο η εφαπτοµένη του διαγράµµατος της f είναι παράλληλη στον άξονα 

x΄x.   

6. Αν f είναι µια πολυωνυµική συνάρτηση, τότε µεταξύ δύο ριζών της f, υπάρχει 

τουλάχιστον µια ρίζα της f ΄.  

7. Αν f είναι µια πολυωνυµική συνάρτηση, τότε µεταξύ δύο διαδοχικών ριζών της f ΄, 

υπάρχει το πολύ µια ρίζα της f.  

8. Υπάρχουν συναρτήσεις για τις οποίες ισχύει το συµπέρασµα του θεωρήµατος Rolle, 

χωρίς να ισχύουν (όλες) οι υποθέσεις του θεωρήµατος.  

9. Αν για µια συνάρτηση ισχύουν οι προϋποθέσεις του θεωρήµατος του Fermat, τότε 

υπάρχει x0 ώστε η εφαπτοµένη της Cf στο (x0, f (x0)) να είναι παράλληλη µε τον άξονα 

x΄x.  

10. ∆ίνεται η συνάρτηση f (x) = c, µε πεδίο ορισµού το [α, β]. Το πλήθος των σηµείων  ξ ∈ 

(α, β) που προκύπτουν από το θεώρηµα του Rolle είναι Α. 1 Β. 2  Γ. το 

πολύ 2 ∆. κανένα Ε. άπειρο 

11. Το θεώρηµα µέσης τιµής του διαφορικού λογισµού για τη συνάρτηση  

f (x) = lnx, για κάθε x1, x2 > 0, εξασφαλίζει ένα ξ µεταξύ των x1, x2 ώστε να ισχύει 

Α. ln 
2

1

x

x
 = 

21  x- x

ξ
   Β. ln 

2

1

x

x
 = 

ξ

 x- x 21  

Γ. ln (x1 - x2) = 
ξ

1
 (x1 - x2)  ∆. ln 

2

1

x

x
 = ξ (x1 - x2) 

E. ln (x1 - x2) = ξ (x1 - x2) 

12. Αν η f είναι συνεχής στο [α, β] και παραγωγίσιµη στο (α, β), µε f(α)=f(β), τότε υπάρχει 

),( βα∈ξ  τέτοιο ώστε: f(ξ)=0. 

13. Αν η f ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήµατος Rolle, τότε η Cf έχει και οριζόντιες 

εφαπτόµενες. 

14. Η 2004)( −= xxf  ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του θεωρήµατος Rolle στο διάστηµα 

[2003, 2005]. 

15. Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο R και 0)x('f ≠  για κάθε Rx∈ , τότε η εξίσωση f(x)=0 έχει 

το πολύ µια ρίζα. 

16. Η έκφραση «η εξίσωση f(x)=0 έχει το πολύ δύο ρίζες» σηµαίνει ότι η εξίσωση αυτή 

έχει µεν δύο ρίζες αλλά δεν µπορεί να έχει τρίτη ρίζα. 

17. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο [α, β], τότε εφαρµόζεται για την f το Θ.Μ.Τ. 

στο [α, β]. 

18. Αν η f είναι συνεχής στο [α, β] και παραγωγίσιµη στο (α, β), τότε υπάρχει εφαπτόµενη 

της Cf παράλληλη στην ευθεία ΑΒ, µε ( ))(f,A αα  και ( ))(f, ββΒ . 

19. Αν η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο (α, β) αλλά είναι συνεχής στο [α, β], τότε δεν 

υπάρχει οριζόντια εφαπτόµενη της Cf. 

20. Υπάρχει συνάρτηση f ¨1-1¨ για την οποία ισχύει το θεώρηµα Rolle και σ’ ένα διάστηµα 

[α,β]. 
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21. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα [0,1], τότε η εξίσωση 

)0()1()(' ffxf −=  έχει λύση στο (0,1) 

22. Η f΄ είναι συνεχής στο ∆. 

23. Ισχύουν οι προϋποθέσεις του θεωρήµατος µέσης τιµής για την παραγωγίσιµη f σε κάθε 

∆⊆],[ βα . 

24. Αν f΄(x)=0, για κάθε 0x ≠ , τότε η f είναι σταθερή. 

25. Αν 0)(' =xf  για κάθε ∆∈x , τότε θα ισχύει 0)( =xf  για κάθε ∆∈x . 

26. Αν f΄(x)=g´(x), για κάθε Rx∈ , τότε: c)x(g)x(f += . 

27. Θεωρούµε τον περιορισµό της παραβολής )x(f στο διάστηµα[ ]β,a .  Αν ( ))(f, γγ , 

),( βαγ ∈  είναι το σηµείο στο οποίο η εφαπτόµενη της )x(f γίνεται παράλληλη της 

ευθείας που ενώνει τα σηµεία ( ))(f, αα  και ( ))(, ββ f , τότε: 
2

αβ
αγ

−
+=  

28. Αν 
1

1
)('

+
=

x
xf  για x>-1 και f(0)=0, τότε: )1xln()x(f += . 

29. Αν )x(f)x('f =  για κάθε Rx∈ , τότε: xce)x(f = , Rx∈ . 

30. Αν 2)x(''f =  για κάθε Rx∈ , τότε η f είναι της µορφής: β+α+= xx)x(f 2 . 

31. Αν f´(x)=0 για κάθε 2x ≠  και η f είναι συνεχής στο 2x0 = , τότε η f είναι σταθερή. 

32. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο [0,1] και ισχύει ότι υπάρχει )1,0(0 ∈x , ώστε 

)1()0()(' 0 ffxf −= , τότε 0)(' 0 =xf . 

33. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο *R  και ισχύει 0)(' =xf  για κάθε *Rx ∈ , τότε 

η f είναι σταθερή στο *R . 

34. Αν η πολυωνυµική συνάρτηση f, µε πραγµατικούς συντελεστές δεν είναι ¨1-1¨, τότε 

υπάρχει Rx ∈0 , ώστε 0)(' 0 =xf . 

35. Αν η f είναι παραγωγίσιµη σε ένα διάστηµα ∆ και υπάρχει ∆∈0x , ώστε 0)(' 0 =xf , τότε 

υπάρχουν ∆∈βα , , µε βα < , ώστε )()( βα ff = . 

36. Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο [α,β] µε 0)(' ≠xf  για κάθε ],[ βα∈x , τότε η f δεν 

ικανοποιεί στο [α,β] τις προϋποθέσεις του θεωρήµατος Rolle. 

37. Aν η f: RR →*  είναι παραγωγίσιµη µε 0)(' =xf  για κάθε *Rx ∈ , τότε: 




>

>
=

0,

0,
)(

2

1

xc

xc
xf  

38. Aν η f: RR →  είναι παραγωγίσιµη, µε f(1)=1 και xxf =)('  για κάθε Rx∈ , τότε: 










<+−

≥+
=

0,
2

1

2

0,
2

1

2
)(

2

2

x
x

x
x

xf  

39. Υπάρχει συνάρτηση f: RR →  γνησίως µονότονη, η οποία σε κάποιο διάστηµα [α,β] 

ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του θεωρήµατος Rolle. 

40. Υπάρχει συνάρτηση f: RR →  η οποία δεν είναι συνεχής στο 00 =x , αλλά ικανοποιεί τις 

προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ. στο διάστηµα [0,1]. 

41. Υπάρχει συνάρτηση f: RA →  παραγωγίσιµη και µη σταθερή, ώστε να ισχύει 0)(' =xf  

για κάθε Ax∈ . 
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42. Αν η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο x0, τότε δεν είναι και συνεχής στο x0. 

43. Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο x0, µε f΄ συνεχή στο x0, τότε η f έχει δεύτερη παράγωγο 

στο x0. 

44. Αν η συνάρτηση f+g είναι παραγωγίσιµη στο x0=1, τότε και οι συναρτήσεις f και g 

είναι παραγωγίσιµες στο x0=1. 

45. Αν η συνάρτηση fc ⋅ , όπου 0≠c  σταθερά, είναι παραγωγίσιµη στο x0=1, τότε και η 

συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο x0=1. 

46. Αν µια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη σ’ ένα σύνολο Α, µε 0)(' =xf  για κάθε Ax∈ , 

τότε η f είναι σταθερή στο Α. 

47. Αν µια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη σ’ ένα διάστηµα ∆ και στο ίδιο διάστηµα δεν 

είναι σταθερή, τότε 0)(' ≠xf  για κάθε ∆∈x . 

48. Αν µια συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιµη σ’ ένα διάστηµα ∆, µε 0)('' =xf  για 

κάθε ∆∈x , τότε η f΄ είναι σταθερή στο ∆. 

49. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [ ]1,0  , παραγωγίσιµη στο (0,1) και f’(x) 0≠   για όλα 

τα χ )1,0(∈ , τότε f(0) )1(f≠ . 

50. Aν οι f , g είναι συναρτήσεις παραγωγίσιµες στο [ ]β,a  , µε f(α)=g(α) και f(β)=g(β) , 

τότε υπάρχει χ0 ),( βa∈    τέτοιο, ώστε στα σηµεία Α(χ0,f(x0)) και Β(χ0,g(x0)) οι 

εφαπτόµενες να είναι παράλληλες. 

51. Η γραφική παράσταση µιας πολυωνυµικής συνάρτησης άρτιου βαθµού  

έχει πάντοτε οριζόντια εφαπτοµένη. 

52. Η γραφική παράσταση µιας πολυωνυµικής συνάρτησης περιττού βαθµού έχει πάντοτε 

οριζόντια εφαπτοµένη. 

53. Αν f ΄ (x) = (x + 8) x
2
, τότε το x0 = -8 είναι θέση τοπικού ελάχιστου.   

54. Για τη συνάρτηση f (x)=5x
2
, x ∈ [- 3, 2], υπάρχει µόνο ένα τοπικό ακρότατο.  

55. ∆ίνεται µια συνεχής συνάρτηση f, µε f ΄ (x) > 0 για 2 < x < 7. Αν f (3) = 5, τότε µπορεί να 

ισχύει f (5) = 4. 

56. Η συνάρτηση f (x) = ηµx + 5e
x
, 0 < x < 

2

π
, παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο στο x0 = 

3

π
.  

 

57. Αν f ΄ (x) = 0052-5x2

e + , τότε η f δεν µπορεί να έχει τοπικά ακρότατα.  

58. Υπάρχει συνάρτηση f µε παράγωγο µηδέν και µη σταθερή 

59. Η συνάρτηση 22 )2005()( xxxf −⋅=  είναι γνησίως αύξουσα. 

60. Η συνάρτηση 2)( xxf = , ]1,1[−∈x  έχει τοπικό µέγιστο το 1)( 0 =xf , µε 0)(' 0 =xf . 

61. Ισχύει +∞=
−

→
2

0

1
lim

x

e x

x

. 

62. Υπάρχει συνάρτηση f: RR → , µε 100)(' =xf  για κάθε Rx∈ . 

63. Αν η f είναι γνησίως αύξουσα στο ∆, τότε ισχύει 0)(' >xf  για κάθε ∆∈x . 

64. Αν η f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο ∆∈0x , τότε ισχύει 0)(' 0 =xf . 

65. Η συνάρτηση xexxxf 20042003 ln)( ++=  είναι γνησίως µονότονη. 

66. Η εξίσωση 1xex +=  έχει µοναδική ρίζα τη x=0. 

67. H συνάρτηση 1xxln)x(f +−=  είναι γνησίως µονότονη. 
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68. Αν 0)1('f)0('f ==  και 0)x('f <  για κάθε )1,0(x ∈ , τότε η f είναι γνησίως φθίνουσα στο (0,1), 

όχι όµως γνησίως φθίνουσα στο [0,1]. 

69. Αν το f(x0) είναι τοπικό ακρότατο, τότε είναι και ολικό. 

70. Κάθε τοπικό µέγιστο είναι µεγαλύτερο από κάθε τοπικό ελάχιστο. 

71. Αν η f είναι γνησίως, µονότονη σε ένα διάστηµα ∆, τότε η f δεν έχει τοπικά ακρότατα. 

72. Αν η f παρουσιάζει στο εσωτερικό σηµείο x0 του διαστήµατος ∆ τοπικό ακρότατο και 

είναι παραγωγίσιµη στο x0, τότε: 0)x('f 0 = . 

73. Αν f΄(1821)=0, τότε το f(1821) είναι τοπικό ακρότατο. 

74. Αν η f είναι γνησίως αύξουσα στο (α,β] και γνησίως φθίνουσα στο [β,γ), τότε η f έχει 

µέγιστο στο (α,γ) τον αριθµό f(β). 

75. Αν η f είναι συνεχής στο (α,β) η f΄ έχει πέντε ρίζες στο (α,β) και στα υπόλοιπα σηµεία 

του (α,β) η f΄ έχει σταθερό πρόσηµο, τότε η f είναι γνησίως µονότονη στο (α,β). 

76. Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο [α,β], τότε υπάρχει ],[0 βax ∈ , ώστε το )( 0xf  να είναι 

µέγιστο και να ισχύει 0)(' 0 =xf . 

77. Αν η f είναι παραγωγίσιµη σε ένα διάστηµα ∆ και 0)(' 0 ≠xf , µε ∆∈0x , τότε το )( 0xf  δεν 

είναι τοπικό ακρότατο της f. 

78. Αν η f είναι δύο φορές παραγωγίσιµη στο R, µε 0)('' >xf  για κάθε Rx∈ , τότε η f δεν 

έχει τοπικό ακρότατο. 

79. Αν η f  είναι γνησίως αύξουσα και παραγωγίσιµη στο [α,β], τότε 0)(' >xf  για κάθε 

),( βα∈x . 

80. Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο ),0()0,( ∞+∪−∞=A , µε 0)(' >xf  σ’ αυτό και ορίζεται το 

f(0), τότε η f είναι γνησίως αύξουσα στο R. 

81. Αν ισχύει )(')('' xfxf >  για κάθε ∆∈x , όπου ∆ διάστηµα, τότε η συνάρτηση g, µε 

)()(')( xfxfxg −=  είναι γνησίως αύξουσα στο ∆. 

82. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη σε ένα σύνολο Α, µε 0)(' <xf  για κάθε Ax∈ , τότε 

η f είναι γνησίως φθίνουσα στο Α. 

 

83. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο R, ώστε 0)('2004 ≥⋅ xfx  για κάθε Rx∈ , τότε η 

f είναι γνησίως αύξουσα στο R. 

84. Αν η συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιµη, σ’ ένα διάστηµα ∆, µε 0)('' >xf  για 

κάθε ∆∈x , τότε η f΄ είναι γνησίως αύξουσα στο ∆. 

85. Κάθε τοπικό ακρότατο µιας συνάρτησης είναι και ολικό ακρότατο αυτής. 

86. Κάθε παραγωγίσιµη συνάρτηση f: R→],[ βα  έχει τουλάχιστον ένα τοπικό ακρότατο f(x0), 

ώστε 0)(' 0 =xf . 

87. Αν για τη συνάρτηση f: R→),( βα  υπάρχει ),(0 βα∈x  ώστε 0)(' 0 =xf , τότε το f(x0) είναι 

τοπικό ακρότατο της f. 

88. Έστω η δύο φορές παραγωγίσιµη συνάρτηση f: R→],[ βα  και ),(0 βα∈x . 

Η f παρουσιάζει µέγιστο και ελάχιστο. 

89. Έστω η δύο φορές παραγωγίσιµη συνάρτηση f: R→],[ βα  και ),(0 βα∈x . 

Αν 0)(' 0 =xf  και 0)('' 0 >xf , τότε το f(x0) είναι τοπικό ελάχιστο της f. 
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90. Έστω η δύο φορές παραγωγίσιµη συνάρτηση f: R→],[ βα  και ),(0 βα∈x . 

Αν 0)(' 0 =xf  και 0)('' 0 =xf , τότε το f(x0) δεν είναι τοπικό ακρότατο της f. 

91. Έστω η συνάρτηση f: RR → , ώστε 0)('' >xf  για κάθε Rx∈ . 

Αν η f έχει ακρότατο, τότε αυτό είναι ελάχιστο. 

92. Έστω η συνάρτηση f: RR → , ώστε 0)('' >xf  για κάθε Rx∈ . 

Η f είναι γνησίως µονότονη στο R. 

93. Έστω η συνάρτηση f: RR → , ώστε 0)('' >xf  για κάθε Rx∈ . 

Αν f(1)=1 και f(3)=3, τότε f(2)<2.  

94. Το µεγαλύτερο τοπικό ακρότατο της f στο [α,β] είναι µέγιστο της f στο [α,β]. 

95. Ισχύει και  γιατί  ee ππ >   

96. ∆ίνονται οι συναρτήσεις f, g που είναι παραγωγίσιµες στο πεδίο ορισµού τους. Αν σ’ ένα 

σηµείο x0 παρουσιάζουν και οι δυο τοπικό µέγιστο, τότε και η συνάρτηση f + g, εφόσον 

ορίζεται, θα παρουσιάζει τοπικό µέγιστο στο x0 

97. Αν µια άρτια συνάρτηση έχει στο x0 τοπικό ελάχιστο, τότε στο - x0 θα έχει τοπικό 

µέγιστο. 

98. Αν για τη συνάρτηση f ισχύει f ΄ (x) < 0, x ∈ R, τότε f (x) < 0, x ∈ R. 

99. Αν για τη συνάρτηση f που είναι παραγωγίσιµη στο R, ισχύει f ΄ (2004) = 0, τότε η f 

παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο x0 = 2004.   

100. Αν µια παραγωγίσιµη συνάρτηση f είναι γνησίως φθίνουσα στο R, τότε θα ισχύει  

f΄(x) ≤ 0. 

101. Για τη συνάρτηση f (x) = 
x

1
, x ≠ 0, ισχύει f ΄ (x) = - 

2x

1
< 0 για κάθε x ≠ 0. Εποµένως η f 

είναι γνησίως φθίνουσα στο R
*
. 

102. Αν για µια παραγωγίσιµη στο R συνάρτηση f, ισχύει f΄(x) = e
x
ηµ4, τότε η συνάρτηση f 

είναι γνησίως φθίνουσα. 

103. Ένα τοπικό µέγιστο µιας συνάρτησης f, µπορεί να είναι µικρότερο από ένα τοπικό 

ελάχιστο της f. 

 

104. Μια συνάρτηση f µπορεί να έχει τοπικό ακρότατο και σε σηµείο x0, στο οποίο δεν είναι 

συνεχής. 

105. Αν µια συνάρτηση f παρουσιάζει ακρότατο στο x0, τότε ισχύει f ΄ (x0) = 0.   

106. Αν η παράγωγος µιας συνάρτησης είναι µηδέν σε ένα διάστηµα ∆, τότε η συνάρτηση 

είναι σταθερή στο ∆. 

107. Αν στο εσωτερικό σηµείο x0 του πεδίου ορισµού της f ισχύει ότι f ΄ (x0) = 0, τότε το x0 

είναι τοπικό ακρότατο της f. 

108. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα [α, β], τότε πιθανά ακρότατα της f είναι  

α) τα σηµεία του διαστήµατος (α, β) στα οποία η f ΄ µηδενίζεται 

β) τα σηµεία του διαστήµατος (α, β) στα οποία η f δεν παραγωγίζεται 

γ) τα άκρα του [α, β]. 

109. Αν f ΄ (x) = (x - 2004)
2004

, τότε το σηµείο x0 = 2004 είναι θέση τοπικού ακροτάτου της f. 

110. Αν f ΄ (x) = x
2004

 + 1821, τότε η εξίσωση f (x) = 0 έχει το πολύ µια ρίζα. 
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111. Αν το διάγραµµα Cf΄ της παραγώγου µιας συνάρτησης f φαίνεται στο διπλανό σχήµα, 

τότε η f έχει ακρότατο στο x0 = 1. 
y

0x´

y´

x

C ´f  

1

 
 

112. Αν το διάγραµµα Cf΄ της παραγώγου µιας συνάρτησης f φαίνεται στο διπλανό σχήµα, 

τότε η f είναι γνησίως αύξουσα στο R. 
y

0x´

y´

x

Cf´

 
113. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α, β], παραγωγίσιµη στο (α, β) µε f (α) = f (β) και f 

΄΄ (x) > 0, για κάθε x ∈ [α, β], τότε η εξίσωση f ΄ (x) = 0 έχει µια µόνο ρίζα στο (α, β). 

114. Αν µια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο R και γνησίως φθίνουσα, τότε  

Α. f ΄ (x) > 0, για κάθε x ∈ R  Β. f ΄ (x) ≥ 0, για κάθε x ∈ R 

Γ. f ΄ (x) ≤ 0, για κάθε x ∈ R ∆. f ΄ (x) < 0, για κάθε x ∈ R 

Ε. η f ΄ (x) δεν διατηρεί σταθερό πρόσηµο στο R 

115. Η παράγωγος f ΄ της συνάρτησης f είναι ένα πολυώνυµο τρίτου βαθµού. Η f έχει  

Α. τρία ακριβώς τοπικά ακρότατα Β. ένα ολικό µέγιστο και ένα ολικό ελάχιστο 

Γ. τουλάχιστον τρία τοπικά ακρότατα Ε. τρία το πολύ τοπικά ακρότατα 

∆. ένα µόνο τοπικό µέγιστο και ένα τοπικό ελάχιστο 

116. H συνάρτηση f είναι δυο φορές παραγωγίσιµη στο R και η f ΄ είναι γνησίως αύξουσα στο 

R. Η γραφική παράσταση της f θα µπορούσε να έχει τη µορφή 

x´

y

0

y´

x

y

0x´

y´

x

y

0x´

y´

x

y

0x´

y´

x
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117. 

x´

y

0

y´

x

C ´f

2

H γραφική παράσταση Cf΄ της παραγώγου µιας συνάρτησης 

φαίνεται στο διπλανό σχήµα. Τότε ισχύει ότι 

Α. η f είναι γνησίως αύξουσα στο (- ∞, 2] 

B. η f είναι γνησίως φθίνουσα µόνο στο [2, + ∞) 

Γ. η f έχει τοπικό µέγιστο το σηµείο x0 = 2 

118.  

∆. η f έχει τοπικό ελάχιστο το σηµείο x0 = 2 

E. η f είναι γνησίως φθίνουσα στο R 

 

119. 

x´

y

0

y´

x

C ´f

1-1

1

H γραφική παράσταση Cf΄ της παραγώγου 

µιας συνάρτησης φαίνεται στο διπλανό σχήµα. 

Η γραφική παράσταση της f µπορεί να είναι

x

y

0x´

y´

x

y

0x´

y´

y

0x´

y´

x

y

0
x´

y´

x

 

 

καµία από τις προηγούµενες 

120. 

x´

y

0

y´

x

Cf´´

1 3

3

Το διάγραµµα Cf΄΄ της δεύτερης παραγώγου µιας 

συνάρτησης f φαίνεται στο διπλανό σχήµα. Η f ΄ είναι γνησίως 

φθίνουσα στο  

Α. (- ∞, 1]  Β. [1, 3] Γ. [3, + ∞)  ∆. R    Ε. (- ∞, - 3] 

121. 

 

122. Aν η συνάρτηση f παραγωγίζεται στο [ ]β,a   µε f(β)<f(α) , τότε υπάρχει χ0 ),( βa∈  τέτοιο , 

ώστε f’(x 0 )<0. 
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123. ∆ίνεται ότι η συνάρτηση f παραγωγίζεται στο R και ότι η γραφική της παράσταση είναι 

πάνω από τον άξονα χ’χ. 

Αν υπάρχει κάποιο σηµείο Α(χ0,f(x0)) της Cf του οποίου η απόσταση από τον άξονα χ’χ 

είναι µέγιστη (ή ελάχιστη), τότε σε αυτό το σηµείο η εφαπτοµένη της Cf είναι οριζόντια.    

124. Η συνάρτηση f(χ)=χ
3
+χ+1 έχει: µια, ακριβώς, ρίζα στο (-1,0) 

125. Αν f’(x)>0 για κάθε χ [ ]1,1−∈  και f(0)=0, τότε: f(1)>0. 

126. Η συνάρτηση xexf x ln)( −=  είναι κυρτή στο ),0( ∞+ . 

127. Καθε πολυωνυµική συνάρτηση 3
ου

 βαθµού παρουσιάζει σηµείο καµπής. 

128. Αν ισχύει 0)('' 0 =xf , τότε η f παρουσιάζει σηµείο καµπής στο 0xx = . 

129. Αν η συνάρτηση f είναι κυρτή σ’ ένα διάστηµα ∆, τότε ισχύει 0)('' >xf  για κάθε 

εσωτερικό σηµείο x του ∆. 

130. Μια συνάρτηση f, που δεν έχει 2
η
 παράγωγο σ’ ένα σηµείο x0 του πεδίου ορισµού της, 

µπορεί να παρουσιάζει καµπή στο x0. 

131. Αν µια συνάρτηση f είναι 2 φορές παραγωγίσιµη σ’ ένα διάστηµα (α,β) και για κάποιο 

),(0 βα∈x  ισχύει 0)('' 0 =xf , τότε η f παρουσιάζει καµπή στο x0. 

132. Αν η f είναι γνησίως αύξουσα στο εσωτερικό του διαστήµατος ∆ και συνεχής στο ∆, τότε 

η f λέγεται κυρτή. 

133. Η συνάρτηση 
x

1
)x(f =  είναι κυρτή στα διαστήµατα )0,(−∞  και ),0( ∞+ . 

134. Αν η f είναι συνεχής στο ∆ και η f΄ είναι γνησίως φθίνουσα στο εσωτερικό του ∆, τότε η 

f στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω. 

135. Αν 0)x(''f >  σε κάθε x του διαστήµατος ∆, τότε η f είναι κυρτή. 

136. Αν η f είναι κοίλη στο ∆, τότε: 0)x(''f <  σε κάθε εσωτερικό σηµείο x του ∆. 

137. Αν η f αλλάζει κοίλα εκατέρωθεν του x0, τότε το ( ))x(f,xA 00  είναι σηµείο καµπής της Cf. 

138. Aν 0)x(''f 0 = , 0)x(''f <  για κάθε )x,(x 0α∈  και 0)x(''f >  για κάθε ),x(x 0 β∈ , τότε η f είναι 

κοίλη στο (α,x0] κυρτή στο [x0,β) και το ( ))x(f,xA 00  είναι σηµείο καµπής της Cf.  

 

 

139. Αν f΄΄(x) = (x - 2004)
2004

, τότε η f έχει σηµείο καµπής στο x0 = 2004. 

140. Αν µια συνάρτηση f είναι δυο φορές παραγωγίσιµη στο διάστηµα ∆ και η f είναι κυρτή 

στο ∆, τότε f ΄΄ (x) ≥ 0 για κάθε x ∈ ∆. 

141. Το σηµείο Α (x0, f (x0)) είναι σηµείο καµπής µιας συνάρτησης f, όταν η f ΄΄ αλλάζει 

πρόσηµο εκατέρωθεν του x0. 

142. Έστω µια συνεχής συνάρτηση f, η οποία στρέφει τα κοίλα προς τα άνω  

σ’ ένα διάστηµα ∆. Τότε καθώς το x αυξάνει, η κλίση της Cf  

Α. αυξάνει  B. ελαττώνεται  Γ. µένει σταθερή 

∆. είναι µηδέν E. δεν µπορούµε να απαντήσουµε 

143. H συνάρτηση f ορίζεται σε ένα διάστηµα ∆ και x0 ∈ ∆. Θεωρούµε τις προτάσεις: Ι. Η Cf 

δέχεται εφαπτοµένη στο Α (x0, f (x0)) 

ΙI. Η f ΄ αλλάζει πρόσηµο στο x0   ΙΙΙ. Η f ΄΄ αλλάζει πρόσηµο στο x0 

Τότε το Α (x0, f (x0)) είναι σηµείο καµπής της Cf αν ισχύουν οι προτάσεις 
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Α. Ι και ΙΙ   Β. Ι και ΙΙΙ  Γ. ΙΙ και ΙΙΙ  

∆. µόνο η ΙΙΙ   Ε. µόνο η Ι  

144. Στο σχήµα φαίνεται η γραφική παράσταση της Β ΄΄ (t), όπου Β (t) είναι η συνάρτηση του 

βάρους κάποιου ανθρώπου που βρίσκεται σε δίαιτα, µετά από χρόνο t. Τότε ο ρυθµός 

µείωσης του βάρους, στην αρχή µειώνεται και µετά αυξάνει. 

0 t

CB´´

B´´(t)

 
145. Η γραφική παράσταση µιας συνάρτησης f φαίνεται στο διπλανό σχήµα. Τότε ισχύει f ΄΄ 

(x) < 0 για κάθε x ∈ (0, + ∞). 
y

0x´

y´

x

 
146. Μια πολυωνυµική συνάρτηση 3ου βαθµού έχει οπωσδήποτε σηµείο καµπής. 

147. Αν οι συναρτήσεις f, g έχουν στο χ0 σηµείο καµπής , τότε και η h=f.g έχει στο χ0 σηµείο 

καµπής. 

148. Η ευθεία χ=1 είναι κατακόρυφη ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης:  

f(χ)=
1

232

−
+−

x

xx
 

149. Η ευθεία χ=1 είναι κατακόρυφη ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης:  

g(χ)= 
2

2

)1(

23

−
+−

x

xx
 

150. Η ευθεία y = x + 1 είναι πλάγια ασύµπτωτη της  

Α. f (x) = 
3  2x

5 -  x x
2

23

+

+
 Β. g (x) = x

4
 + 5x Γ. h (x) = 

x

 x  x 1 2 ++
 

∆. φ (x) = e
x
 - 1  E. κ (x) = x + ηµx 

151. Η f  παρουσιάζει στο x0 σηµείο καµπής. 
y

0x´
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x

Cf
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………στη γνώση                              σελ. 78 
 

………………………….το µέλλον θα είναι καλό αν φροντίσεις σωστά τα θέµατα του παρόντος  SLS… 
 

 

Η ευθεία (ε) είναι ασύµπτωτη της γραφικής 

παράστασης µιας παραγωγίσιµης συνάρτησης 

f. Τότε ισχύει ότι 

Α. 
∞+→ x 

lim f (x) = 1  Β. 
∞+→ x 

lim f (x) = - 2 

Γ. 
∞+→ x 

lim f ΄ (x) = 0  ∆. 
∞+→ x 

lim f ΄ (x) = 1 

E. 
∞+→ x 

lim f (x) = - ∞ 

y

0x´

y´

x0-2

(ε)

Cf

45°

 

 

Στο σχήµα φαίνεται η γραφική 

παράσταση της  

f ΄ µιας συνάρτησης f στο R. Τότε 

για τη συνάρτηση f ισχύει 

Α. στο διάστηµα [- 2, 0] η συνάρτηση f  

στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω 

y

0x´

y´

x

Cf´

1

-2

3 4

Β. στο διάστηµα [1, 3] ισχύει f ΄΄(x) = 0 

Γ. στο διάστηµα [0, 1] η f στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω  

∆. στο διάστηµα [- 2, 1] η f είναι γνησίως φθίνουσα 

E. όλα τα παραπάνω 

 

Αν µια συνάρτηση f στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω, τότε η γραφική παράσταση της f ΄ µπορεί 

να είναι η  

 

 

 

Α. 
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B. 

y

0x´

y´

x
1

-2

 

 

 

 

Γ. 
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Ε. 
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70 . Έστω f µια ορισµένη συνάρτηση σε ένα διάστηµα ∆. τι ονοµάζεται αρχική 

συνάρτηση ή  παράγουσα της f στο ∆.(αντιπαράγωγός) 
Έστω f µια συνάρτηση ορισµένη σε ένα διάστηµα ∆. Αρχική συνάρτηση ή παράγουσα 

της f στο  ∆  ονοµάζεται κάθε συνάρτηση F που είναι παραγωγίσιµη στο ∆  και ισχύει 

F ′(x) = f (x) , για κάθε x ε ∆ . 

Σχόλιο:  Αποδεικνύεται ότι κάθε συνάρτηση σε διάστηµα ∆ έχει παράγουσα στο διάστηµα 

αυτό 

 

71.Παράγουσες συνάρτησης 

Έστω  f  µια συνάρτηση ορισµένη σε ένα διάστηµα ∆. Αν F είναι µια παράγουσα της  f  

στο ∆, τότε 

   • όλες οι συναρτήσεις της µορφής   cxFxG += )()( ,    ∈c R, 

        είναι παράγουσες της f στο ∆ και 

   • κάθε άλλη παράγουσα G  της  f  στο ∆ παίρνει τη µορφή    cxFxG += )()( ,    ∈c R. 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

• Κάθε συνάρτηση της µορφής cxFxG += )()( , όπου ∈c R, είναι µια παράγουσα της  f στο ∆, 

αφού )()())(()( xfxFcxFxG =′=′+=′ ,  για κάθε  ∆x ∈ . 

• Έστω G είναι µια άλλη παράγουσα της  f  στο ∆. Τότε για κάθε ∆x∈  ισχύουν )()( xfxF =′  

και )()( xfxG =′ , οπότε )()( xFxG ′=′ ,  για κάθε  ∆x∈ . 

Άρα, σύµφωνα µε το πόρισµα της συνέπειες του ΘΜΤ, υπάρχει σταθερά c τέτοια, ώστε 

, 
cxFxG += )()(   για κάθε  ∆x∈ .     

 

72. Πως ορίζεται το αόριστο  ολοκλήρωµα ∫ dx)x(f
                                    

 

2006E  – 2011E  

2014E – 2016O 

2003E  – 2004O  

2010 – 2015E 
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Το σύνολο όλων των παραγουσών µιας συνάρτησης  f  σ’ ένα διάστηµα ∆ ονοµάζεται 

αόριστο ολοκλήρωµα της  f  στο ∆, συµβολίζεται ∫ dxxf )(  και διαβάζεται “ολοκλήρωµα εφ 

του x ντε x”. ∆ηλαδή, ∫ += cxFdxxf )()( ,   ∈c R,   όπου F µια παράγουσα της  f  στο ∆. 

 

73. Πως ορίζεται το ορισµένο  ολοκλήρωµα ∫
β

α
dx)x(f  

Έστω µια συνάρτηση  f  σ υ ν ε χ ή ς  στο ],[ βα . Με 

τα σηµεία βxxxxα ν =<<<<= ...210  χωρίζουµε το 

διάστηµα ],[ βα  σε ν ισοµήκη υποδιαστήµατα µήκους 

ν

αβ
x∆

−
= .  

Στη συνέχεια επιλέγουµε αυθαίρετα ένα ],[ 1 κκκ xxξ −∈ , 

για κάθε }...,,2,1{ νκ ∈ , και σχηµατίζουµε το άθροισµα

x∆ξfx∆ξfx∆ξfx∆ξfS νκν )()()()( 21 +++++= LL  

το οποίο συµβολίζεται, σύντοµα, ως εξής:
     

∑
=

=
ν

κ

κν x∆ξfS
1

)(
(1)

 . 

Το όριο του αθροίσµατος νS , δηλαδή το 







∑
=∞→

ν

κ
κ

ν
∆xξf

1

)(lim   (1) υπάρχει στο R και είναι 

ανεξάρτητο από την επιλογή των ενδιάµεσων σηµείων κξ ”.  

Το παραπάνω όριο (1) ονοµάζεται ορισµένο ολοκλήρωµα της συνεχούς συνάρτησης  

f  από το α στο β, συµβολίζεται µε ∫
β

α
dx)x(f  και  

διαβάζεται “ολοκλήρωµα της  f  από το α στο β”. ∆ηλαδή, 









∆ξ= ∑∫

=+∞→

β

α

v

1k

k
v

x)(fdx)x(f lim  

• ∫ ∫−=
β

α

α

β
dxxfdxxf )()(                 ∫ =

α

α
dxxf 0)(                           ∫ −=

β

α
αβcdxc )(  

74.ΘΕΩΡΗΜΑ 1ο 

Έστω gf ,   σ υ ν ε χ ε ί ς  συναρτήσεις στο ],[ βα  και ∈µλ, R. Τότε ισχύουν 

           •   ∫ ∫=
β

α

β

α
dxxfλdxxfλ )()(  

           •   ∫ ∫ ∫+=+
β

α

β

α

β

α
dxxgdxxfdxxgxf )()()]()([  

και γενικά 

           •   ∫ ∫ ∫+=+
β

α

β

α

β

α
dxxgµdxxfλdxxgµxfλ )()()]()([  
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Σχόλιο: 

Το σύµβολο ∫ οφείλεται στον Leibniz και ονοµάζεται σύµβολο ολοκλήρωσης. Αυτό είναι 

επιµήκυνση του αρχικού γράµµατος S της λέξης Summa (άθροισµα). Οι αριθµοί α και β 

ονοµάζονται όρια της ολοκλήρωσης. Η έννοια “όρια” εδώ δεν έχει την ίδια έννοια του ορίου 

του 2ου κεφαλαίου. Στην έκφραση ( )f x dx
β

α∫  το γράµµα x είναι µια µεταβλητή και µπορεί να 

αντικατασταθεί µε οποιοδήποτε άλλο γράµµα. Έτσι, για παράδειγµα, οι εκφράσεις ( )f x dx
β

α∫ , 

( )f t dt
β

α∫  συµβολίζουν το ίδιο ορισµένο ολοκλήρωµα και είναι πραγµατικός αριθµός, σε 

αντίθεση µε το ( )f x dx∫  που είναι ένα σύνολο συναρτήσεων.  

75. ΘΕΩΡΗΜΑ 2ο 

Αν η  f  είναι  σ υ ν ε χ ή ς  σε διάστηµα ∆ και ∆γβα ∈,, , τότε ισχύει 

∫∫∫
β

γ

γ

α

β

α
+= dx)x(fdx)x(fdx)x(f  

 

76. Γεωµετρική ερµηνεία (ορισµένου ολοκληρώµατος) 

Αν   0)x(f ≥ ,    τότε    ∫
β

α
≥ 0dx)x(f

 
α<β 

Από τους ορισµούς του εµβαδού και του ορισµένου ολοκληρώµατος προκύπτει ότι:  

Αν 0)( ≥xf  για κάθε ],[ βαx ∈ , τότε το ολοκλήρωµα ∫
β

α
dxxf )(  δίνει το 

εµβαδόν )(ΩE  του χωρίου Ω που περικλείεται από τη γραφική 

παράσταση της  f  τον άξονα xx ′  και τις ευθείες αx =  και 

βx =   ∆ηλαδή, ∫ =
β

α
ΩEdxxf )()( .  

Εποµένως, αν   0)( ≥xf ,    τότε    ∫
β

α
≥ 0dx)x(f  

 

77.Θεώρηµα 

Έστω f µια  σ υ ν ε χ ή ς  συνάρτηση σε ένα διάστηµα ],[ βα . Αν 0)( ≥xf  για κάθε 

],[ βαx ∈  και η συνάρτηση  f  δεν είναι παντού µηδέν στο διάστηµα αυτό, τότε 

∫
β

α
> 0dx)x(f . 
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78.ΘΕΩΡΗΜΑ 

Αν  f  είναι µια συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστηµα ∆ και α είναι ένα σηµείο του ∆, 

τότε η συνάρτηση   ∫=
x

α
dttfxF )()( , ∆x∈ ,  είναι µια παράγουσα της f στο ∆. 

∆ηλαδή ισχύει:
 

)()( xfdttf
x

a
=

′





 ∫ ,    για κάθε    ∆x∈ . 

• Από το παραπάνω θεώρηµα και το θεώρηµα παραγώγισης σύνθετης συνάρτησης 

προκύπτει ότι:  
 

)())(()( xgxgfdttf
g(x)

α
′⋅=

′





 ∫ , 

µε την προϋπόθεση ότι τα χρησιµοποιούµενα σύµβολα έχουν νόηµα. 

Η συνάρτηση xF(x) f(t)dtα= ∫ , x ∈ ∆ , είναι συνεχής και είναι µια παράγουσα της f στο ∆. 

 

79. Να διατυπώσετε το θεώρηµα ολοκλήρωτικού λογισµού και να το αποδείξετε. 

Έστω  f  µια συνεχής συνάρτηση σ’ ένα διάστηµα ],[ βα . Αν G είναι µια παράγουσα 

της  f  στο ],[ βα , τότε     ∫ −=
β

α
αGβGdttf )()()(  

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

Γνωρίζουµε ότι  η συνάρτηση ∫=
x

α
dttfxF )()(  είναι µια παράγουσα της  f  στο ],[ βα . 

Επειδή και η G είναι µια παράγουσα της  f  στο ],[ βα , θα υπάρχει ∈c R τέτοιο, ώστε   

cxFxG += )()( .           (1) 

Από την (1), για αx = , έχουµε ∫ =+=+=
α

α
ccdttfcαFαG )()()( , οπότε )(αGc = . 

Εποµένως,   )()()( αGxFxG += ,     οπότε, για βx = , έχουµε 

∫
β

α
α+=β⇒α+β=β )(Gdt)t(f)(G)(G)(F)(G      και άρα   

∫
β

α
α−β= )(G)(Gdt)t(f .        

Σχόλιο 
Οι τύποι της παραγοντικής ολοκλήρωσης και της αντικατάστασης για το ορισµένο 

ολοκλήρωµα. 

Ισχύει ότι: f(x)g (x)dx [f(x)g(x)] f (x)g(x)dxβ ββ
αα α′ ′= −∫ ∫ , όπου f ,g′ ′  είναι συνεχείς συναρτήσεις 

στο [ , ]α β . 

 Ισχύει ότι: 2

1

u
uf(g(x))g (x)dx f(u)duβ

α ′ =∫ ∫ , όπου f,g′  είναι συνεχείς συναρτήσεις, u g(x)= , 

du g (x)dx′=  και 
1

u g( )= α , 

 

2002  – 2008E -  2013 – 2018 
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80 . Εµβαδό χωρίου που ορίζεται από δύο θετικές συναρτήσεις 

Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα διάστηµα [ , ]α β  και f(x) 0≥  για 

κάθε x [ , ]∈ α β , τότε το εµβαδόν του χωρίου Ω που ορίζεται από τη 

γραφική παράσταση της  f , τις ευθείες x = α , x = β  και τον άξονα x x′  

είναι E( ) f(x)dxβ
αΩ = ∫ .  

 

 

81 . Εµβαδό χωρίου που ορίζεται από δύο θετικές συναρτήσεις 

Έστω, τώρα, δυο συναρτήσεις  f  και g, συνεχείς στο διάστηµα  µε  

για κάθε  και Ω το χωρίο που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις 

των  και τις ευθείες  και . Να δείξτε ότι  

       

Παρατηρούµε ότι 

. 

 

 

 

81α . Εµβαδό χωρίου που ορίζεται από δύο συναρτήσεις 

Έστω, τώρα, δυο συναρτήσεις  f  και g, συνεχείς στο διάστηµα ],[ βα  µε )x(g)x(f ≥  οι 

gf ,  µπορεί να είναι και αρνητικές στο ],[ βα . 

Για κάθε και Ω το χωρίο που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των gf ,  και 

τις ευθείες αx =  και βx = . Να δείξτε ότι ∫ −=
β

α
dxxgxfΩE ))()(()(  

Επειδή οι συναρτήσεις gf ,  είναι συνεχείς στο ],[ βα , θα υπάρχει αριθµός ∈c R τέτοιος 

ώστε 0)()( ≥+≥+ cxgcxf , για κάθε ],[ βαx∈ . Είναι φανερό ότι το χωρίο Ω έχει το ίδιο 

εµβαδόν µε το χωρίο Ω ′    

],[ βα 0)()( ≥≥ xgxf

],[ βαx∈

gf , αx = βx = ∫ −=
β

α
dxxgxfΩE ))()(()(

 Ω

 (α)
 O  x

 y=g(x)

 y=f (x)
 y

 Ω1

 (β)
 O  x

 y=f (x)
 y

 Ω2

 (γ)
 O  x

 y=g(x)

 y
18

∫ ∫ ∫ −=−=−=
β

α

β

α

β

α
dxxgxfdxxgdxxfΩΕΩΕΩΕ ))()(()()()()()( 21

 
 ∫ −=

β

α
dxxgxfΩE ))()(()(
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 β α

 (α)

 Ω

 O  x

 y

 y=g (x)

 y=f (x)

                       

 β α

 (β)

 Ω

 O  x

 y

 y=f (x)+c

 y=g (x)+c

20

 
Εποµένως, σύµφωνα µε τον τύπο (1), έχουµε:

∫ ∫ −=+−+=′=
β

α

β

α
dxxgxfdxcxgcxfΩΕΩΕ ))()(()])(())([()()( .         Άρα, ∫ −=

β

α
dxxgxfΩE ))()(()(  

 

82. Εµβαδόν του χωρίου Ω που περικλείεται από τον άξονα xx′ , τη γραφική 

παράσταση µιας συνάρτησης g, µε 0)( ≤xg  για κάθε ],[ βαx ∈  και τις ευθείες αx =  και 

βx =   

Πράγµατι, επειδή ο άξονας xx′  είναι η γραφική παράσταση της συνάρτησης 0)( =xf , 

έχουµε ∫ −=
β

α
dxxgxfΩE ))()(()(   ∫ ∫−=−=

β

α

β

α
dxxgdxxg )()]([ . 

Εποµένως, αν για µια συνάρτηση g ισχύει 0)( ≤xg  για κάθε ],[ βαx∈ , τότε ∫−=
β

α
dxxgΩE )()(

 
Σχόλιο 

Σύµφωνα µε τα παραπάνω το ( )f x dx
β

α∫  είναι ίσο µε το 

άθροισµα των εµβαδών των χωρίων που βρίσκονται πάνω από 

τον άξονα x x′  µείον το άθροισµα των εµβαδών των χωρίων 

που βρίσκονται κάτω από τον άξονα x x′  . 

 

 

Απαντήστε αν είναι Σωστά ή Λάθος τα παρακάτω 

1. Ισχύει ότι: ( ) )x(fdt)t(f
x

=
′

∫
α

, όπου f είναι συνεχής στο R. 

2. Aν ισχύει ∫
α

β
= 0dxx , τότε α=β. 

3. Αν ισχύει ∫
β

α
= 1dx)x(f , τότε α<β. 

4. Αν ισχύει ∫
β

α
=ηµ 0dxx , τότε συνβ=συνα. 

 

5. Αν F,G είναι παράγουσες των συνεχών f,g στο διάστηµα ∆ τότε η FG είναι παράγουσα 

της fg. 

 

 x  − 
 + 

 − 

 +  β 

 a 

 y 

 Ο 

25
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6. Αν F,G είναι παράγουσες των συνεχών f,g στο διάστηµα ∆ τότε η F-G είναι παράγουσα 

της f-g. 

7. Αν F,G είναι παράγουσες των συνεχών f,g στο διάστηµα ∆ τότε η 
G
F

είναι παράγουσα 

της 
g
f

.  

8. Aν dtt1)x(f
2x

0

4∫ += , τότε: 8x1x2)x('f += . 

9. Είναι: ∫ =++++
1

0

234 5dx)1x2x3x4x5( . 

10. Ισχύει ότι: 0dxx
0

=ηµ∫
π

. 

11. Ισχύει ότι: ∫∫
ππ

συν=ηµ 2

0

2

0
dx)x(fdx)x(f .  

12. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,β] και ισχύει ∫
β

α
≥ 0dx)x(f  τότε θα ισχύει 

0)x(f ≥ . 

13. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,β] και γε(α,β) τότε θα ισχύει 

∫ ∫∫
β

α

γ

β

γ

α

−= dx)x(fdx)x(fdx)x(f . 

14. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,β] τότε θα ισχύει ∫ ∫
β

α

α

β

= dx)x(fdx)x(f . 

15. Αν οι συναρτήσεις f,g είναι συνεχείς στο [α,β] και γε(α,β) τότε θα ισχύει 

[ ]∫ ∫∫
β

α

β

γ

γ

α

+=+ dx)x(gdx)x(fdx)x(g)x(f . 

16. Αν ∫ ηµ=Ι

π

dx  x43 

01  και dx x62
 

6
 2 συν=Ι ∫

π

π
τότε:  12   Ι〈Ι  

17. Αν xln)x(g,e)x(f
2x ==  και ∫∫ +=Ι

e

1

1

0

dx)x(gdx)x(f  τότε ισχύει: e=Ι  

18. Να αποδείξετε ότι για κάθε ολοκληρώσιµη συνάρτηση  RR:f → , όπου R  το σύνολο 

των πραγµατικών αριθµών, και για κάθε ζευγάρι πραγµατικών αριθµών α,β, ισχύει ότι:

[ ]∫
β

α

=−β+α− 0dx)x(f)x(f  

19. Η συνάρτηση F (x) = xlnx - x είναι µια παράγουσα της συνάρτησης f (x) = lnx. 

20. Αν F1, F2 είναι δυο παράγουσες µιας συνάρτησης f, τότε αυτές διαφέρουν κατά µια 

σταθερά c. 

 

21. H συνάρτηση f (x) = 
1  x

1  lnx
2 +

+
 δεν έχει παράγουσα στο διάστηµα [1, + ∞). 
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22. Αν f, g παραγωγίσιµες συναρτήσεις, θα ισχύει ο τύπος 

∫ =  - (x) g (x) ́ f  dx (x) ́ g (x) ́ f ∫  dx (x) g (x) ΄΄ f . 

23. Αν f, g είναι παραγωγίσιµες συναρτήσεις, θα ισχύει ∫ += c  (x) g (x) f  dx (x))΄ g (x) (f  

24. Αν η f είναι δυο φορές παραγωγίσιµη στο R, τότε θα ισχύει: ∫ += c  (x) ́ f  dx (x) ΄΄ f .   

25. Ισχύει: ∫ dx (x) f ⋅ ∫ ∫= dx (x)) g (x) (f  dx (x) g . 

26. Για x < 1 το ∫ 1 - x

dx
 είναι ίσο µε ln (1 - x) + c. 

27. Αν f (t) = ∫
t 

α 

2 dx 2x - x x , τότε  ∫
t 

α 

22 dx 2x - x x  = x⋅f (t). 

28. Αν f ΄ (x) = 
(x) ́ g

1
, τότε ∫ +=⋅ c   x dx (x) ́ g(x) ́ f . 

29. Ισχύει: ∫ =
α 

0 
(αα f α  dx (x) ́ f  x  - ∫

α 

0 
dx (x) f . 

30. Ισχύει: 
΄(x) g 

α 
dt (t) f 





 ∫  = f (g (x)) g ΄ (x). 

31. Ισχύει: 
΄(x) h 

(x) g 
dt (t) f 





 ∫  = f (h (x)) h ΄ (x) + f (g (x)) g ΄ (x). 

32. Ισχύει ∫∫ =
8 

6 

 4

2 
cdx  cdx  , c σταθερά 

33. Αν f συνεχής στο R και f (10) = 100, τότε ισχύει:  

100 = f (0) + ∫
10 

0 
dx (x) ́ f  . 

34. Ισχύει: ∫ =
1 

0 
συν1 - 1  ηµxdx  . 

35. Αν Α = ∫
2 

0 
dx (x) f , τότε: 

 ∫
2 

0 
dω (ωω f = Α  , ∫

0 

2 
dt (t) f = - Α  , ∫ =

2 

0 
8 - 3A  dz  4)- (z) f (3  

36. Αν η f είναι περιοδική συνάρτηση στο R µε περίοδο Τ, τότε θα ισχύει: 

∫ ∫=
 T

0 

2T  

T
dt (t) f   dt  (t) f . 

37. Αν ∫ ≥
β 

α 
0  dx (x) f  τότε f (x) ≥ 0 για κάθε x ∈ [α, β]. 

38. Αν f (x) ≤ g (x) για κάθε x ∈ [α, β], τότε θα ισχύει ότι  ∫∫ ≤
β 

α 

β 

α 
dx (x) g   dx (x) f . 

39. Για τη συνάρτηση του διπλανού σχήµατος ισχύει ότι:  ∫∫ <
3 

0 

2 

0 
dx (x) f   dx (x) f . 

y

x0

y´

x´ 2 3

Cf

 

40. Για τη συνάρτηση του σχήµατος, ισχύει ότι  ∫ =
α 

α- 
0  dx (x) f , για κάθε α > 0. 
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x

y

0

y=x
3

x´

y´  

41. Αν η f είναι συνεχής στο [α, β], τότε το ∫
α 

β 
dx (x) f  εκφράζει το εµβαδόν που 

περικλείεται µεταξύ της Cf, του άξονα x΄x και των ευθειών x = α, x = β. 

42. Ισχύει: ∫ >
π 

2

π
 

3 0  dx x) 4σ4σ- (1 . 

43. Ισχύει: ∫ =
2 x

1 
2lnx dt  

t

1
, x > 0. 

44. Αν ∫∫ =
β 

α 

β 

α 
dx (x) g   dx (x) f , τότε f (x) = g (x) για κάθε x ∈ [α, β]. 

45. Η ιδιότητα του ορισµένου ολοκληρώµατος ∫∫∫ +=
β 

γ 

γ 

α 

β 

α 
dx (x) f   dx (x) f   dx (x) f , 

ισχύει µόνο εφόσον  α < γ < β. 

46. Ισχύει: ∫ =
lnβ 

lnα 

x α - β  dxe , α, β > 0. 

47. Το εµβαδόν του σκιασµένου χωρίου του σχήµατος δίνεται από τη σχέση:   

Ε = ∫
1 

0 

23 dx ) x- (x .(Οι γραφικές παραστάσεις στο σχήµα είναι οι f(x)=x
2
 και 

g(x)=x
3
). 

x

y

0

y´

x´ 1

 
48. Για το εµβαδόν του σκιασµένου χωρίου που φαίνεται στο σχήµα,  

ισχύει:  Ε = - ∫
2 

2- 
dx (x) f . 

x´

y´

y

0
x

-2 2

 

49. Αν ∫
5 

0 
dx (x) f = 10, το ελάχιστο της f στο διάστηµα [0, 5] δεν µπορεί να είναι 3. 

50. Για τη συνάρτηση f (x) = 2 x- 1  ισχύει 

Α. ∫ =
1 

1 - 
0  dx (x) f   Β. ∫ =

1 

1 - 
2  dx (x) f  
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Γ. ∫ =
1 

1 - 2

π
  dx (x) f    ∆. ∫ =

1 

1 - 
π  dx (x) f  Ε. ∫ =

1 

1 - 

2π  dx (x) f  

y

x

y

0

y´

x´ -1 1

1
y=   1-x2

 

51. Το ολοκλήρωµα Ι = ( )∫
β 

α 
dx (x) g (x) f ΄

ισούται µε  

Α. f ΄ (β) g (β) - f (α) g ΄ (α)  B. f (β) g (β) - f (α) g (α) 

Γ. (f⋅g) (α) - (f⋅g) (β)   ∆. f (β) g ΄ (β) - f ΄ (α) g (α)   E. 2 (β - α) 

52. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α, β], τότε η παράσταση ( )΄β 

α 
dx (x) f ∫  είναι ίση 

µε   Α. f  (x)  B. f (β) - f (α)  Γ. (β - α) f (x)  ∆. 0 

E. F (β) - F (α) όπου F (x) παράγουσα της f 

53. Το ολοκλήρωµα Ι = ∫
β 

α 
dx (x) ́ g (x)) (g ́ f είναι ίσο µε  

Α. f ΄ (g (β)) - f ΄ (g (α)) B. f (g ΄ (β)) - f (g ΄ (α)) 

Γ. f (g (β)) - f (g (α))  ∆. g (β) - g (α)   E. f (β) - f (α) 

54. Το  ∫
β 

α 

x dxe 
2

 είναι πάντα  θετικό 

55. Για τη συνάρτηση f του διπλανού σχήµατος το ∫
β 

α 
dx (x) f  είναι ίσο µε 

Α. Ε1 + Ε2  Β. 
2

1
 (Ε2 - Ε1)       Γ. 2Ε1 + Ε2 ∆. 

2

1
 (Ε1 + Ε2) Ε. Ε2 - Ε1 

y´

x´ x

y

0 β
α
Ε1

Ε2

C f

 
56. Το εµβαδόν του σκιασµένου χωρίου είναι ίσο µε 

Α. e    Β. e - 1  Γ. 1  ∆. 1 - e  Ε. 2e 

x

y

0x´

y´

e1

 
 

57. Αν g (x) = f (x) + 1, το εµβαδόν του σκιασµένου χωρίου είναι ίσο µε 

Α. α⋅f (β) - β⋅f (α)  B. β - α  Γ. α⋅β  ∆. 1 τ.µ.  E. κανένα από τα 
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προηγούµενα 

y´

x´ x

y

0α β

Cf

Cg

 
58. Το εµβαδόν του σκιασµένου χωρίου του διπλανού σχήµατος είναι ίσο µε 

Α. ∫
 4

1 
dx (x) f   Β. ∫

 4

1 
dx (x)) (-f Γ. ∫

 4

1 
dx  4)- (x) (f  ∆. ∫

 4

1 
dx (x)) f - (4  

Ε. ∫
2 

1 
dx (x)) f - (4  + ∫

 4

2 
dx  4)- (x) (f  

x

y

0x´

y´

4

1 2 4

Cf

 

59. Aν ∫
β

α

= 0dx)x(f  και η f δεν είναι παντού µηδέν στο [ ]β,a  , τότε η f  παίρνει δυο , 

τουλάχιστον , ετερόσηµες τιµές. 

60. Το ολοκλήρωµα ∫
−

−
1

1

3 dx)xx(  παριστάνει το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από 

τη γραφική παράσταση της συνάρτησης f(χ)=χ
3
-χ και τον άξονα των χ. 

61. Αν f’(x) =ηµπχ και f(0)=0, τότε το f(1) ισούται µε 
π
2

 . 

62. Το ολοκλήρωµα ∫
−

−χ
1

1

2 dx1  είναι ίσο µε 
3
4

. 

63. Αν z ένας µιγαδικός αριθµός και z  ο συζυγής του, τότε ισχύει zzz −== . 

64. Έστω µια συνάρτηση f συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ και δύο φορές παραγωγίσιµη στο 

εσωτερικό του ∆. Αν 0)x(f >′′   για κάθε εσωτερικό σηµείο x του ∆, τότε η f είναι 

κυρτή στο ∆.  

65. Για κάθε συνάρτηση f, παραγωγίσιµη σε ένα διάστηµα ∆, ισχύει ∫ += c)x(fdx)x('f , 

IRc ∈   
66. Αν µια συνάρτηση f είναι κυρτή σε ένα διάστηµα ∆, τότε η εφαπτοµένη της γραφικής 

παράστασης της f σε κάθε σηµείο του ∆ βρίσκεται «πάνω» από τη γραφική της 

παράσταση. 

67. Έστω µια συνάρτηση f ορισµένη σε ένα διάστηµα ∆ και x0 ένα εσωτερικό σηµείο του 

∆. Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο x0 και 0)x('f 0 = , τότε η f παρουσιάζει υποχρεωτικά 
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τοπικό ακρότατο στο x0. 

 

68. Αν η συνάρτηση f είναι ορισµένη στο ],[ βα  και συνεχής στο ],( βα , τότε  

β
α

β

α
∫ ∫ 













= dx)x(fdx)x(f  

69. Η διανυσµατική ακτίνα του αθροίσµατος δύο µιγαδικών αριθµών είναι το άθροισµα 

των διανυσµατικών ακτίνων τους. 

70. Αν ( ) lxflim
0xx

=
→

 , αν και µόνο αν ( ) ( ) lxflimxflim
00 xxxx

==
+− →→

. 

71. Αν οι συναρτήσεις f, g είναι παραγωγίσιµες στο χ0, τότε η συνάρτηση f.g είναι 

παραγωγίσιµη στο χ0 και ισχύει: (f.g)΄(x0)=f΄(χ0)g΄(χ0) 

72. Έστω µια συνάρτηση f, η οποία είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆.Αν f΄(χ)>0 σε κάθε 

εσωτερικό σηµείο χ του ∆, τότε η f είναι γνησίως φθίνουσα σε όλο το ∆. 

73. Αν µια συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα ∆ και παραγωγίσιµη σ’ αυτό, 

τότε f΄(x)>0 για κάθε ∆∈x . 

74. Αν  f΄(x)>0 για κάθε IRx ∈ , τότε τα σηµεία Α(1,2) και Β(2,-4) ανήκουν και τα δύο στη 

γραφική παράσταση της f. 

 

Βασικές παρατηρήσεις 

1. Για να δείξουµε ότι η συνάρτηση f:Α →R είναι ''1-1  

α. αρκεί να δείξουµε ότι  είναι f(χ1) = f(χ2) τότε χ1 = χ2  .ή     χ1 ≠ χ2  είναι f(χ1)≠ f(χ2)    

β. Με µονοτονία (συνήθως παράγωγο) 

2. Για µια αντιστρέψιµη συνάρτηση f ισχύει η ισοδυναµία:          y=f(x)   ⇔    x=f 
-1

 (y). 

α. Αν f(0)=κ και µας ζητούν να βρούµε τις ρίζες της f
-1

 τότε f 
-1

(κ)=0 και επειδή η f
-1

 

είναι 1-1 η µοναδική ρίζα της είναι το κ. 

β. Όταν ζητείτε ο τύπος της αντίστροφης λύνουµε την εξίσωση f(x)=y ως προς x (αφού 

πρώτα δείξουµε ότι είναι 1-1). Πρέπει να βρούµε το πεδίο ορισµού της f
-1

 που είναι 

το σύνολο τιµών της f, το f(A) και σύνολο τιµών το πεδίο ορισµού Α της f . 

γ. Σε περίπτωση που οι γραφικές παραστάσεις δύο αντίστροφων συναρτήσεων 

τέµνονται τότε το κοινό σηµείο βρίσκεται πάνω στην y=x. 

Γενικά: 

�Οι γραφικές παραστάσεις C  και C ′  των συναρτήσεων  f  και 1−f  είναι 

συµµετρικές ως προς την ευθεία y=x.  

�Αν f δεν είναι αντιστρέψιµη τότε δεν είναι «1-1». 

�Αν f δεν είναι αντιστρέψιµη τότε δεν είναι γνησίως µονότονη.  

�Αν f γνησίως µονότονη συνάρτηση τότε είναι «1-1» και αντιστρέψιµη. 

�Αν f είναι αντιστρέψιµη τότε δεν είναι πάντα γνησίως µονότονη.  

�Αν f είναι «1-1» δεν είναι άρτια. 

�Αν f ↑ στο ∆ τότε και f
-1

 ↑ στο f(∆). 

�Αν f ↓ στο ∆ τότε και f
-1

 ↓ στο f(∆). 

�Αν f  ↑ τότε οι εξισώσεις f(x)=f
-1

(x) και f(x)=x είναι ισοδύναµες (έχουν τις ίδιες 

λύσεις), δηλαδή τα κοινά σηµεία των Cf,  Cf-1 βρίσκονται πάνω στην y=x. 
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�Αν ένα σηµείο ανήκει στην Cf και την y=x τότε ανήκει και στην Cf-1 . 

�Η y=x δεν είναι ο µοναδικός άξονας συµµετρίας των Cf,  Cf-1 . 

3. Για να ορίζονται οι gοf, fοg  πρέπει να βρεθούν τα πεδία ορισµού τους. Γενικά gοf≠ fοg. 

4. �Όταν µας δίνεται ότι lxfG
kx

=
→

))((lim  και ζητείται το )(lim xf
kx→

, τότε θέτουµε 

H(x)=G(f(x)) και λύνουµε ως προς f για να πάρουµε όριο. 

�∆εν σπάµε ποτέ τα όρια αν δεν υπάρχουν. 

�Για τα όρια των συναρτήσεων )]([ 2

lim λγβα +±++
±∞→

kxxx
x

 τα όρια αυτά δεν 

υπολογίζονται µε DLH αλλά µε συζυγή παράσταση µόνο αν καταλήγουν στην 

απροσδιοριστία 0(±∞) διαφορετικά θα βγεί  ±∞. 

5. Προσοχή!!! ∆εν υπάρχουν τα όρια  και  . Σε περίπτωση που τα 

συναντάµε σε κάποια παράσταση χρησιµοποιούµε το Κ.Π. λαµβάνοντας υπόψιν µας τις 

ιδιότητες: ,  ,  για κάθε χ. Η ισότητα στην τελευταία ανίσωση 

ισχύει µόνο στο 0. 

6. Αν σε κάποια συνάρτηση δεν µπορούµε να βρούµε απευθείας την τιµή της στο χο 

ενδεχοµένως να χρειάζεται να υπολογίσουµε το όριό της στο χο. Αν έχουµε ότι η 

συνάρτηση είναι συνεχής στο χο , τότε η τιµή της θα συµπίπτει µε το όριό της.  

Αν  συνεχής στο χο τότε: . 

7. Αν γνωρίζουµε ότι  κοντά στο χο και  τότε και µε δεδοµένο ότι 

θα ισχύει  το συµπέρασµά µας , από το Κ.Π. θα είναι ότι 

Παρόµοιο συµπέρασµα θα έχουµε και για το - . 

8. Αν έχουµε ζητούµενο : « να δείξετε ότι υπάρχει χο ώστε ή …»    ή   

« να δείξετε ότι υπάρχει χο ώστε οι γραφικές παραστάσεις των f,g έχουν ένα κοινό 

σηµείο ».  Ενδεχοµένως να χρειάζεται  

µια απλή επίλυση εξίσωσης,  

�αν όχι: � µήπως προκύπτει άµεσα από τα δεδοµένα;  

�αν όχι: �Θεωρήµατα: Bolzano  

�αν όχι: � Rolle  

�αν όχι: � θεώρηµα ενδιάµεσων τιµών 

�αν όχι: � θεώρηµα µέσης τιµής 

�αν όχι: � Fermat,      

�αν όχι: � σύνολο τιµών  

�αν όχι: � ο θεός βοηθός!! 

9. Αν έχουµε άσκηση µε εξίσωση εφαπτοµένης:  

Είναι απαραίτητο να γνωρίζουµε το σηµείο επαφής  . 

Αν δεν δίνεται ή δεν προκύπτει από κάποιο δεδοµένο είναι καλό να ξεκινάµε 

υποθέτοντας «έστω   το σηµείο στο οποίο εφάπτεται η ευθεία η οποία….»  

Μην ξεχνάµε ότι η εφαπτοµένη ευθεία έχει συντελεστή διεύθυνσης λ=  και 

εξίσωση . 

x
x

ηµ
±∞→

lim x
x

συν
±∞→

lim

1≤xηµ 1≤xσυν xx ≤ηµ

f )(lim)( xfxf
oxx

o →
=

)()( xfxg ≤ +∞=
→

)(lim xg
oxx

+∞<≤ )()( xfxg +∞=
→

)(lim xf
oxx

∞
kxf =)( 0 kxf =)( 0

/

)(,( oo xfx

)(,( oo xfx

)(/

oxf

))(()( /

ooo xxxfxfy −=−
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�Η y=λx+κ είναι εφαπτοµένη της γ.π της f στο Μ(α,β) όταν β=f(α), f΄(α)=λ. 

�ε//χ΄χ ⇔ f΄(α)=0. 

�ε//η    ⇔  f΄(α)=λ. 

�ε⊥ η   ⇔  f΄(α)= 
λ
1

. 

�Αν οι γραφικές παραστάσεις των f, g έχουν κοινή εφαπτοµένη στο Μ(α,β) τότε  

β=f(α)=g(α)  και  f΄(α)=g΄(α). 

� Αν οι γραφικές παραστάσεις των f, g έχουν κοινή εφαπτοµένη σε διαφορετικά 

σηµεία Α(α,f(α)) και Β(β,g(β)) τότε y=f΄(α)x-αf΄(α)+f(α) και y=g΄(β)x-βg΄(β)+g(β) 

οπότε ταυτίζω τους συντελεστές. 

10. Όταν µας δίνεται ότι η  είναι παραγωγίσιµη στο χο τότε µας δίνονται τα όρια:  

 καθώς και το , αφού η συνάρτηση θα είναι και 

συνεχής. 

11. Πρόσηµο συνάρτησης ή παραγώγων της  - Απόδειξη ανισώσεων. 
(ΑΠΟ∆ΕΙΧΘΕΙΣΑ ΑΝΙΣΩΣΗ) 
�Α. Επίλυση ανίσωσης: Μπορεί το πρόσηµο να προκύπτει άµεσα από την επίλυση 

µιας εύκολης ανίσωσης ή από τα δεδοµένα της άσκησης.  

Μην ξεχνάµε το πρόσηµο ενός τριωνύµου. 

�Β. Χρήση Bolzano: Αν η συνάρτηση είναι συνεχής σε ένα διάστηµα και  0 τότε 

θα διατηρεί σταθερό πρόσηµο στο διάστηµα αυτό. Το πρόσηµό της µπορεί να προκύψει 

αν γνωρίζουµε ή µπορούµε να βρούµε  κάποια τιµή της συνάρτησης στο διάστηµα 

αυτό, διαφορετικά απλά διατηρεί σταθερό πρόσηµο. 

�Γ. Χρήση µονοτονίας: Αν η συνάρτηση είναι γνησίως µονότονη και κάπου µηδενίζει 

στο σηµείο αυτό αλλάζει πρόσηµο  

Παράδειγµα: Αν  γνησίως αύξουσα στο IR και  τότε:                                   

για κάθε χε(- ,χο) ισχύει: χ<χο  και  

για κάθε χε(χο , + ) ισχύει: χ>χο  
�∆. Χρήση Θ.Μ.Τ. : Παράδειγµα: Αν η  κυρτή στο IR και  βρείτε το 

πρόσηµο της  Απάντηση: Αν  στο διάστηµα [χ , 0] ισχύει το 

Θ.Μ.Τ. οπότε υπάρχει  µεταξύ του χ και του 0 ώστε: = . Στο 

σηµείο αυτό χρησιµοποιούµε τη µονοτονία της  η οποία είναι γνησίως αύξουσα 

αφού  κυρτή στο IR ως εξής: χ<χο<0 άρα   

 πολλαπλασιάζουµε την πρώτη ανισότητα µε το αρνητικό χ , 

αλλάζοντας τη φορά της :  εποµένως:  για κάθε χε(- ,0).                       

Με τον ίδιο τρόπο αν χ>0 θα συµπεράνουµε ότι:  για κάθε χε(0,+ ). 

�Ε. Χρήση ακροτάτων: Αν η συνάρτηση έχει ελάχιστη τιµή έναν αριθµό κ τότε όλες 

οι τιµές της θα είναι µεγαλύτερες από τον αριθµό αυτό. Αν η συνάρτηση έχει µέγιστη 

τιµή έναν αριθµό κ τότε όλες οι τιµές της θα είναι µικρότερες από τον αριθµό αυτό. 

f
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�ΣΤ. Χρήση κυρτότητας: Αν µια συνάρτηση  είναι κυρτή σε ένα διάστηµα ∆ και 

Α  ένα τυχαίο σηµείο της µε xo ε ∆ τότε η γραφική της παράσταση της  

βρίσκεται πιο πάνω από την εφαπτοµένη της στο σηµείο Α. Αυτό είναι ισοδύναµο µε 

την ανίσωση:  για κάθε x ε ∆, µε  ∆ηλαδή: 

 για κάθε x ε ∆, η ισότητα ισχύει µόνο στο σηµείο επαφής 

δηλαδή για x=xo. 

Οµοίως αν η   είναι κοίλη σε ένα διάστηµα ∆:  για κάθε x ε 

∆, η ισότητα ισχύει µόνο στο σηµείο επαφής δηλαδή για x=xo. 

�Ζ. Το πρόσηµο του ορίου:  
Προσοχή!!! Αυτό δίνει το πρόσηµο της συνάρτησης µόνο κοντά στο χο. 

�Η. Χρήση συνόλου τιµών: Το σύνολο τιµών µιας συνάρτησης µας δείχνει ακριβώς 

ποιες είναι οι τιµές της συνάρτησης οπότε ενδεχοµένως να προκύπτει και το πρόσηµό 

της. 

�Θ. Η ανισότητα του ορισµένου ολοκληρώµατος: Χρησιµοποιείται όταν έχουµε 

ορισµένο ολοκλήρωµα         σε ένα διάστηµα [α , β] ή σε διάστηµα [α , χ] µε χ>α 

 

 εφόσον  για κάθε χ ε [α , β]. Αν όµως υπάρχει έστω και ένα χ0 για 

το οποίο  τότε   

12. Για την απόδειξη της ύπαρξη µιας τουλάχιστον ρίζας κάποιας εξίσωσης ή κάποιου 

χο : 

� Απλά λύνουµε την εξίσωση. Προφανής λύση. Προκύπτει άµεσα από τα δεδοµένα. 

� Bolzano σε ένα διάστηµα. (  )  

� ενδιάµεσων τιµών  

� σύνολο τιµών(  )(Επιµέρους σύνολα τιµών) 

� Rolle σε ένα διάστηµα. (  ) 

�  Θ.Μ.Τ. σε ένα διάστηµα. (  ) 

�  Fermat , εφόσον διαπιστώνεται η ύπαρξη ακρότατου. (  ) 

13. Για την απόδειξη της µοναδικότητας ρίζας κάποιας εξίσωσης ή κάποιου χο: 

�Α. Αν έχουµε λύσει την εξίσωση τότε προκύπτει άµεσα. 

�Β. Με τη βοήθεια της µονοτονίας, «1-1» 

�Γ. Με τη βοήθεια του Rolle , σε άτοπο. 

14. Όταν σε κάποια άσκηση µας δίνεται µια ανισότητα η οποία ισχύει για κάθε τιµή της 

µεταβλητής που περιέχει τότε:  

�Α. Η ανισότητα µπορεί να δίνεται για να χρησιµοποιηθεί για την απόδειξη κάποιου 

ζητούµενου, π.χ. την εύρεση της µονοτονίας µιας συνάρτησης, την εύρεση µιας άλλης 

ανισότητας, ….. 

�Β. Η ανισότητα µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να υπολογιστεί κάποιο όριο µε τη 

βοήθεια του κριτηρίου παρεµβολής.  (  για κάθε χ τότε  συνεχείς , 

παραγωγίσιµες στο 0;) 

f
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�Γ. Η ανισότητα µπορεί να χρησιµοποιηθεί µαζί µε την ιδιότητα των ορίων: Αν τα 

όρια των  στο χο υπάρχουν και είναι αριθµοί και οι συναρτήσεις κοντά στο χο είναι 

άνισες τότε και τα όριά τους θα είναι οµοιοτρόπως άνισα.   

�∆. Η ανισότητα µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την απόδειξη ότι µια συνάρτηση έχει 

ελάχιστο ή µέγιστο σε ένα εσωτερικό σηµείο ενός διαστήµατος στο οποίο αυτή είναι 

παραγωγίσιµη οπότε ….. FERMAT.(∆ΟΣΜΕΝΗ ΑΝΙΣΩΣΗ) 

15. Όταν θέλουµε να δείξουµε ότι µια συνάρτηση είναι σταθερή, σε ένα διάστηµα, 

µπορούµε, εφόσον γίνεται, να δείξουµε ότι είναι παραγωγίσιµη και ότι έχει 

παράγωγο 0 Αν θέλουµε να δείξουµε ότι δύο συναρτήσεις είναι ίσες σε ένα 

διάστηµα , µπορούµε, εφόσον γίνεται, να δείξουµε ότι η διαφορά τους είναι 

παραγωγίσιµη συνάρτηση µε παράγωγο 0, οπότε η διαφορά τους θα είναι c , κατόπιν 

δείχνουµε ότι το c είναι 0. 

16. Κάθε συνάρτηση συνεχής στο [α , β] θα έχει ελάχιστη και µέγιστη τιµή. Προσοχή 

έχουµε τοπικά ακρότατα και στα άκρα.  

Για να είναι συνεχής η   στο [α , β] δεν απαιτείται συνέχεια στα α , β: πρέπει να είναι 

συνεχής στο (α , β) και , . 

17. Για να δείξουµε ότι η συνάρτηση  δεν έχει τοπικό ή ολικό ακρότατο σε ένα ανοικτό 

διάστηµα              (α , β) αρκεί να δείξω ότι η  είναι γνησίως µονότονη στο (α , β) ή , 

εφόσον γνωρίζουµε,  ότι η  είναι παραγωγίσιµη στο (α , β) να φτάσουµε σε άτοπο µε 

την υπόθεση ότι έχουµε ακρότατο στο   χο ε (α , β) οπότε από Fermat  . Με 

τον ίδιο τρόπο σκεφτόµαστε και για σηµείο καµπής. 

18. Μια συνάρτηση γνησίως µονότονη στο [α , β] έχει ελάχιστο και µέγιστο στα α , β. 

19. Επιρροή της Μονοτονίας 
Αν η f γνησίως αύξουσα στο ∆ τότε: 

�Εξασφαλίζεται ότι η f(x)=0 έχει το πολύ µία ρίζα στο ∆. 

�Εξασφαλίζεται ότι η f(x)=0 έχει µοναδική ρίζα στο ∆. 

�Τότε η f είναι «1-1». Μπορούµε στο ∆ να δείχνουµε ισότητες. 

�Μπορούµε να βρούµε το σύνολο τιµών της f, το f(∆) και αν το 0ε f(∆) τότε έχει 

ακριβώς µία ρίζα στο ∆. 

�Στηριζόµενοι στο σύνολο τιµών µπορούµε να βρούµε τα ολικά ακρότατα της 

συνάρτησης αν υπάρχουν. 

�Μπορούµε να βρούµε τα τοπικά ακρότατα της συνάρτησης αν υπάρχουν. 

�Βρίσκουµε το πρόσηµο της f(x)=P(x)-Q(x). 

�∆είχνουµε (λύνουµε) ανισώσεις P(x)≥Q(x), P(x)≤Q(x). 

20. Όταν µας δίνεται ότι η  έχει πλάγια ασύµπτωτη στο +  την ψ=αχ+β τότε µας 

δίνονται τα όρια:  (ορισµός)   και 

 

21. ∆εν χρησιµοποιώ κανόνα DHL όταν η f είναι παραγωγίσιµη µόνο στο σηµείο 

σύγκλισης, διότι τους κανόνες παραγώγισης τους εφαρµόζω ότν ξέρω ότι µια 

συνάρτηση είναι παραγωγίσιµη σε διάστηµα και όχι σε σηµείο. 
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22. Το ορισµένο ολοκλήρωµα  είναι ο αριθµός , F παράγουσα της 

συνεχούς f(x) . 

23. Η συνάρτηση  είναι παράγουσα της συνεχούς :                                     

Είναι συνάρτηση µε µεταβλητή το χ η οποία πρέπει να παίρνει τιµές   στο ίδιο 

διάστηµα µε το α και στο οποίο διάστηµα η  ορίζεται και είναι συνεχής.  

Να µην συγχέουµε την µεταβλητή του ορισµένου ολοκληρώµατος t µε την µεταβλητή 

της συνάρτησης ολοκλήρωµα χ   Η κάθε µία για την άλλη είναι σταθερή – ανεξάρτητη.  

Το t παίρνει τιµές µεταξύ του α και του χ.                        

Προσοχή!  Οι µεταβλητές µπορεί να δοθούν και ανάποδα! 

24. Για τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος  
�Α. Αν παρατηρούµε ότι στο ολοκλήρωµα υπάρχει µια συνάρτηση και η παράγωγός 

της τότε µάλλον χεριάζετε να κάνουµε αντικατάσταση. 

�Β. Αν παρατηρούµε ότι υπάρχει παράσταση της µορφής  τότε µάλλον 

χρειάζεται να κάνουµε κατά παράγοντες. 

�Γ. Αν παρατηρούµε παράσταση της µορφής  τότε µάλλον χρειάζεται 

αντικατάσταση το  
�∆. Να µην ξεχνάµε, στο ορισµένο ολοκλήρωµα,  να αλλάζουµε τα όρια 

ολοκλήρωσης όταν κάνουµε αντικατάσταση. 

�Ε. Να µην ξεχνάµε, στο αόριστο ολοκλήρωµα, να αντικαθιστούµε, στο τέλος, το ψ 

που αντικαταστήσαµε στη µέθοδο αντικατάστασης. 

�Στ. Να µην ξεχνάµε, στο αόριστο ολοκλήρωµα, να βάζουµε το c στο τέλος του 

υπολογισµού του. 

�Ζ. Να µην ξεχνάµε το απόλυτο στη συνάρτηση όταν υπολογίζουµε εµβαδό χωρίου 

και βέβαια ότι το εµβαδό είναι θετικός αριθµός!! 

25. Ισχύει :   . Χρήσιµο για τον υπολογισµό τιµών της συνάρτησης 

 όταν είναι γνωστός ο ρυθµός µεταβολής της , οπότε µπορεί να υπολογιστεί το 

. 

26. Ισχύει :   . Χρήσιµο για τον υπολογισµό της συνάρτησης  όταν 

είναι γνωστός ο ρυθµός µεταβολής της  και κάποια τιµή της  οπότε µπορεί να 

υπολογιστεί το . 

27. Για τον υπολογισµό του πεδίου ορισµού , (όταν αυτό µας ζητείται ή δεν δίνεται), της 

συνάρτησης  και εφόσον η  είναι συνεχής σε ένωση δύο διαστηµάτων 

∆1 , ∆2 , οι συναρτήσεις  παραγωγίσιµες στα πεδία ορισµού τους πρέπει να 

λάβουµε υπόψιν µας τους εξής περιορισµούς για το χ: 

Το χ να ανήκει στα πεδία ορισµού των  και συγχρόνως   να ανήκουν και 

τα δύο στο ∆1  ή και τα δύο στο ∆2. 

Κατόπιν επιλέγοντας κατάλληλο (;) αριθµό α  θα πρέπει να µετασχηµατίσουµε την 
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συνάρτηση : 

. Ποια θα είναι η παράγωγός της; 

Αντίστροφα θεωρήµατα που δεν ισχύουν πάντα 
1. Μπορεί η f να είναι ‘1-1» στο ∆ χωρίς να είναι γνησίως µονότονη στο ∆. 

2. Μπορεί µια συνάρτηση να έχει ρίζα σε ένα διάστηµα (α,β), τότε δεν είναι 

υποχρεωτικά συνεχής και ούτε τα f(α) ,f(β) είναι υποχρεωτικά ετερόσηµα (δηλαδή  

f(α)f(β)<0). 

3. Αν f(α)f(β)<0 και f συνεχής στο (α,β) ή στο (α,β] ή στο [α,β) τότε η f δεν έχει πάντα 

ρίζα στο (α,β). 

4. Αν η f δεν είναι συνεχής στο xο τότε δεν είναι παραγωγίσιµη στο xο. 

5. Μπορεί µια συνάρτηση να είναι συνεχής στο  xο  δέν είναι καί οπωσδήποτε καί 

παραγωγίσιµη στο xο. 

6. Αν f ΄(x)=0 για xε∆=(α,β)U(β,γ) τότε η f δεν είναι πάντα σταθερή στο ∆. 

7. Μπορεί µια συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα στο ∆, η παραγωγός της δεν είναι 

υποχρεωτικά θετική (f ΄(x)>0) στο εσωτερικό του ∆ , µπορεί να είναι και µηδέν 

f΄(x)≥0. 

8. Μπορεί µια συνάρτηση είναι γνησίως φθίνουσα στο ∆, η παραγωγός της δεν είναι 

υποχρεωτικά αρνητική (f ΄(x)<0) στο εσωτερικό του ∆ , µπορεί να είναι και µηδέν 

f΄(x)≤ 0. 

9. Μπορεί µια συνάρτηση f να είναι κυρτή δεν είναι υποχρεωτικά θετική (f ΄΄(x)>0) 

όµως µπορεί να είναι και µηδέν f΄΄(x)≥0. 

10. Μπορεί µια συνάρτηση f να είναι κοίλη δεν είναι υποχρεωτικά αρνητική  

(f ΄΄(x)<0) όµως µπορεί να είναι και µηδέν f΄΄(x) ≤0. 

11. Αν f ΄(xo)=0 τότε η f δεν παρουσιάζει πάντα ακρότατο στο xο.  

12. Αν f ΄΄(xo)=0 τότε η f δεν παρουσιάζει πάντα σηµείο καµπής στο xο.  
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Εκ των ων ουκ άνευ 
1. Αν µια συνάρτηση είναι γνωσίως φθίνουσα κατά διαστήµατα, τότε δεν µπορεί να 

παρουσιάζει ολικό ελάχιστο. Λάθος γιατί η 
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x

xx
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2. Στις συναρτήσεις µπορούµε να µετασχηµατίσουµε πρώτα τον τύπο τους και µετά 

να βρίσκουµε το πεδίο ορισµού τους; 

Όχι. Το πεδίο ορισµού της συνάρτησης το βρίσκουµε πριν µετασχηµατίσουµε τον τύπο 

της.  Για παράδειγµα , έστω η συνάρτηση  µε τύπο  
1

1
)(

2 −
−

=
x

x
xf   . 

3. Αν f,g δύο συναρτήσεις µε πεδία ορισµού Α και Β αντίστοιχα, τότε πότε η gof δεν 

ορίζεται Η gof δεν ορίζεται όταν f(A) I B=Ø. 

4. Αν f, g δύο συναρτήσεις µε πεδίο ορισµού Α, Β αντιστοίχως και  ορίζονται οι fog 

και gof τότε υποχρεωτικά ισχύει fog ≠ gof 

Λάθος οι συναρτήσεις f(x)=x, g(x)=x ικανοποιούν την σχέση fog=gof. 

5. Αν οι συναρτήσεις  f,g είναι ορισµένες στο Α και για κάθε xεR , ισχύει f(x)g(x)=0, 

τότε µπορώ να πω ότι f(x)=0 για κάθε  xεR ή g(x)=0 για κάθε  xεR; 

Όχι γιατί υπάρχουν συναρτήσεις που έχουν γινόµενο µηδέν, αλλά αυτές δεν είναι 

µηδενικές. Για παράδειγµα οι συναρτήσεις: 
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6. Αν για µία συνάρτηση  f είναι ορισµένη σε ένα διάστηµα ∆  , τα 1,2ε∆  και είναι 

f(1)<f(2), µπορούµε να πούµε ότι η συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα στο ∆. 

Όχι , αν δεν ξέρουµε ότι η συνάρτηση είναι γνησίως µονότονη στο   ∆. 

7. Όλες οι συναρτήσεις είναι οπωσδήποτε µονότονες στα υποδιαστήµατα του πεδίου 

ορισµού τους; 

Όχι. ∆εν είναι απαραίτητο µία συνάρτηση να είναι µονότονη στο πεδίο ορισµού της. 

8. Υπάρχουν συναρτήσεις που δεν είναι µονότονες σε κανένα υποδιάστηµα του πεδίου 

ορισµού τους.  

Για παράδειγµα, η συνάρτηση µε τύπο 
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)( ,συνάρτηση Dirichlet. 

9. Αν µία συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα (ή γνησίως φθίνουσα) σε δύο 

διαστήµατα ∆1,∆2 του πεδίου ορισµού της, σηµαίνει ότι θα είναι γνησίως αύξουσα 

(ή γνησίως  φθίνουσα) και στην ένωσή τους ∆1U∆2. 

Όχι παράδειγµα η ���	 = �
�. 

10. Η εύρεση του τύπου της αντιστρόφου συνάρτησης βρίσκεται πάντοτε, σε 

οποιοδήποτε τύπο  συνάρτησης; 

Όχι π.χ f(x)=3x
5
+2x

3
+6x+5 
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11. Θέλω να γνωρίζω ως προς τα σηµεία τοµής των γραφηµάτων της f και f
-1

 , τι 

συµβαίνει  όταν: 

α. η  είναι γνησίως αύξουσα. 

τότε τα σηµεία τοµής (αν υπάρχουν) των γραφηµάτων της  και  είναι υποχρεωτικά πάνω 

στη  διχοτόµο y=x. 

β.η  είναι γνησίως φθίνουσα. 

τότε τα κοινά σηµεία τοµής των γραφηµάτων της  f και f
-1

,αν υπάρχουν, δεν βρίσκονται 

υποχρεωτικά µόνο πάνω στη διχοτόµο y=x.   π.χ f(x)=-x
2
+1, xε[0, +∞) 

12. Είναι σωστό f(f
-1

(x))=x xεΑ.  Λάθος πρέπει xεf(A). 

13. Μία συνάρτηση f που είναι ορισµένη σ΄ ένα διάστηµα ∆ και είναι 1-1, η γραφική 

της  παράσταση  τέµνει τον άξονα  σε ένα ακριβώς σηµείο; 

Όχι, διότι για να ισχύει θα πρέπει το 0εf(A) , πράγµα το οποίο δεν γνωρίζουµε. 

14. Αν x1,x2 εΑf µε  x1=x2 τότε f(x1)=f(x2).  Ναι 

15. Αν x1,x2 εΑf µε  x1≠x2 τότε f(x1) ≠f(x2).  Όχι f(x)=x
2
 ,2≠-2 ενώ f(2)=f(-2). 

16. Αν x1,x2 εΑf µε  f(x1)=f(x2) τότε x1=x2.  Όχι πρέπει η f «1-1». 

17. Από τον ορισµό ότι µια συνάρτηση  f  είναι 1 1− , αν και µόνο αν:Για κάθε 

στοιχείο y του συνόλου τιµών της η εξίσωση f(x) y=  έχει ακριβώς µια λύση 

ως προς x. 

18. ∆εν υπάρχουν σηµεία της γραφικής της παράστασης µε την ίδια τεταγµένη. Αυτό 

σηµαίνει ότι κάθε οριζόντια ευθεία τέµνει τη γραφική παράσταση της  f  το 

πολύ σε ένα σηµείο. 

19. Αν µια συνάρτηση είναι γνησίως µονότονη, τότε είναι συνάρτηση "1 1"− .Το 

αντίστροφο γενικά δεν ισχύει. Υπάρχουν δηλαδή συναρτήσεις που είναι 1 1−

αλλά  δεν είναι γνησίως µονότονες.  

Παράδειγµα 

Η συνάρτηση η συνάρτηση 
x , x 0

g(x) 1
, x 0

x

 ≤


= 
>

 είναι 1 1− , αλλά δεν 

είναι γνησίως µονότονη. 

20. To )(lim xf
oxx→

  αν υπάρχει, είναι µοναδικό; Ναι 

21. Η αναζήτηση του ορίου )(lim xf
oxx→

 µιας συνάρτησης  στο x= xo έχει πάντα νόηµα;  

Όχι. Πρέπει η συνάρτηση  να ορίζεται όσο θέλουµε κοντά στο x= xo, δηλαδή η f να 

είναι ορισµένη σε ένα σύνολο της µορφής (a, xo)U(xo,b) ή (a, xo) ή (xo,b). 

22. Πόσο κάνει το 23

0
lim xx

x

−−
→

  . 
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23. Για να αναζητήσουµε το  )(lim xf
oxx→

, το xo πρέπει να ανήκει στο πεδίο ορισµού της  

συνάρτησης; 

∆εν είναι απαραίτητο. Αρκεί η συνάρτηση να ορίζεται όσο κοντά θέλουµε στο xo . 

∆ηλαδή  η συνάρτηση να είναι ορισµένη σε ένα σύνολο της µορφής (a, xo)U(xo,b)  

ή (a, xo) ή (xo,b). 

24. Το όριο )(lim xf
oxx→

 της  f στο xo είναι ίσο µε την τιµή της  f στο  xo; 

Μπορεί να είναι ίσο µε την f(xo)  ή διαφορετική από αυτή 

25. Οι ιδιότητες των πράξεων των ορίων ισχύουν πάντα;  

Όχι, βασική προϋπόθεση να υπάρχουν τα όρια των συναρτήσεων 

π.χ ∆εν υπάρχουν τα )(lim
0

xf
x→

, )(lim
0

xg
x→

µε 
x

x
xf =)( ,

x

x
xg −= 2)(  ενώ υπάρχει το 

)]()([lim
0

xgxf
x

+
→

. 

26. Υπάρχουν τα όρια των 

τριγωνοµετρικών συναρτήσεων 

x
x

ηµlim
±∞→

, x
x

συνlim
±∞→

. 

Όχι γιατί είναι περιοδικές συναρτήσεις 

Σαν απόδειξη µπορούµε να θεωρήσουµε 

την εξής: Έστω η συνάρτηση  f(x)=συνx, 

αποδεικνύεται ότι f(2x)=2f
2
(x)-1, αν ax

x

=
+∞→

συνlim .  

Τότε 2α
2
-α-1=0, α=1 ή α=1/2, άτοπο γιατί το όριο είναι µοναδικό. 

27. Τι λέµε απροσδιόριστη µορφή; 

Απροσδιόριστη µορφή λέγεται εκείνη η µορφή για την οποία δεν µπορούµε να 

βγάλουµε  συµπέρασµα, δηλαδή το όριο µπορεί να πάρει οποιοδήποτε αποτέλεσµα. 

Απροσδιόριστες  µορφές είναι : (+∞)+(-∞), 0(± ∞), (+∞)-(+∞), (-∞)-(-

∞),
0

0
,

∞±
∞±

. 

28. Η συνάρτηση του σχήµατος είναι συνεχής στο xo=-1.  

Η ερώτηση δεν έχει νόηµα γιατί το  xo=-1 δεν ανήκει στο πεδίο ορισµού 

της  συνάρτησης.  

Εξετάζουµε τη συνέχεια µιας συνάρτησης µόνο στο πεδίο ορισµού της. 

29. Μια συνεχής συνάρτηση έχει γραφική παράσταση η οποία δεν διακόπτεται ποτέ; 

Κάθε συνεχής συνάρτηση σε διάστηµα έχει γραφική παράσταση που δεν διακόπτεται.  

Σε ένωση διαστηµάτων µπορεί να διακόπτεται. 
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30. Αν η συνάρτηση f:Α�R η οποία είναι συνεχής στο π.ο και έχει αντίστροφη, τότε η 

αντίστροφη είναι συνεχής; 

Ψευδής γιατί η 
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31. Πότε εφαρµόζουµε το Θεώρηµα Bolzano; 

Το Θεώρηµα Bolzano (όταν ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις του) είναι ένας τρόπος για 

να αποδεικνύουµε την ύπαρξη µιας τουλάχιστον ρίζας της εξίσωσης f(x)=0 σε κάποιο 

ανοικτό διάστηµα του πεδίου ορισµού της f. 

32. Με το Θεώρηµα Bolzano βρίσκουµε τη ρίζα της εξίσωσης f(x)=0; 

Όχι. Το Θεώρηµα Bolzano µας εξασφαλίζει την ύπαρξη µιας τουλάχιστον ρίζας της 

εξίσωσης f(x)=0 , χωρίς όµως να την προσδιορίζει.  

Για να βρούµε τη ρίζα ή τις ρίζες πρέπει να  λύσουµε την εξίσωση f(x)=0 µε τους 

γνωστούς τρόπους που µάθαµε στην Α΄ και Β΄ Λυκείου. Όταν η εξίσωση δε λύνεται 

µπορούµε να βρούµε τη ρίζα της εξίσωσης  µε όποια  προσέγγιση θέλουµε µε τη 

βοήθεια του Θεωρήµατος Bolzano µε διαδοχικές διχοτοµήσεις των διαστηµάτων. 

33. Για κάθε συνάρτηση f ορισµένη στο [α,β] που η f συνεχής στο 

[α,β] και f(α)f(β)>0, τότε δεν υπάρχει xoε[α,β] τέτοιο ώστε  

f(xo)=0. 

Λάθος γιατί η f(x)=x
2
-1 στο [-2,2] είναι f(-2) f(2)=16>0 όµως είναι   

f(-1)=f(1)=0. 

34. Έστω συνάρτηση  f, συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ και f(x)≠0 , για κάθε xε∆ . Τι  

προκύπτει για το πρόσηµο της f στο ∆ ; 

Η συνάρτηση f διατηρεί σταθερό πρόσηµο, δηλαδή οι τιµές της θα είναι θετικές ή  

αρνητικές. Το ίδιο συµβαίνει και ανάµεσα σε δύο διαδοχικές ρίζες της εξίσωσης f(x)=0 

Η παρατήρηση αυτή µας βοηθάει να βρούµε το πρόσηµο της συνάρτησης ανάµεσα στις  

διαδοχικές ρίζες επιλέγοντας ένα αριθµό σε κάθε ένα υποδιάστηµα που ορίζουν οι 

διαδοχικές ρίζες. 

35. Τι κάνουµε όταν µας ζητούν να αποδείξουµε ότι η εξίσωση f(x)=0 , έχει δύο ή  

περισσότερες ρίζες σε ένα διάστηµα ∆ του πεδίου ορισµού της  f; 

Χωρίζουµε το διάστηµα σε υποδιαστήµατα ανάλογα µε το πλήθος των ριζών και 

εξετάζουµε  αν ισχύουν οι προϋποθέσεις του Θεωρήµατος Bolzano σε κάθε ένα από τα 

διαστήµατα αυτά.  
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Ένας άλλος τρόπος είναι να βρούµε τα επί µέρους σύνολα τιµών της f και να 

εξετάσουµε αν το 0 ανήκει σε αυτά. 

36. Τι κάνουµε όταν µας ζητούν να αποδείξουµε ότι υπάρχει ακριβώς µία ρίζα της 

εξίσωσης f(x)=0 στο διάστηµα (α,β) , που είναι υποσύνολο του πεδίου ορισµού της  

f; 

Εξετάζουµε αν ισχύουν οι προϋποθέσεις του Θεωρήµατος Bolzano στο διάστηµα [α,β] , 

για να εξασφαλίσουµε την ύπαρξη µιας τουλάχιστον ρίζας στο (α,β).  

Αποδεικνύουµε την µοναδικότητα της ρίζας , αν η συνάρτηση είναι 1-1 ή γνησίως 

µονότονη στο δεδοµένο διάστηµα. 

Σχόλιο: Την ύπαρξη της ρίζας µπορούµε να την αποδείξουµε και µε το σύνολο τιµών ή 

µε  την προφανή λύση. 

37. Όταν µας ζητούν να αποδείξουµε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων  f 

και g έχουν ένα τουλάχιστον κοινό σηµείο τι κάνουµε; 

Ως γνωστόν τα κοινά σηµεία των γραφικών παραστάσεων των f και g είναι οι λύσεις 

της εξίσωσης  f(x)=g(x).Αν δεν µπορούµε να λύσουµε την εξίσωση αλγεβρικά , ένα 

τρόπος λύσης του προβλήµατος  είναι να θεωρήσουµε τη συνάρτηση  h(x)=f(x)-g(x) 

xεΑf I Αg ,  και να εφαρµόσουµε το Θεώρηµα Bolzano σε κατάλληλο διάστηµα. 

38. Ποια είναι η γεωµετρική ερµηνεία του Θεωρήµατος 

των ενδιαµέσων τιµών;  

Κάθε ευθεία y=η, ηε[f(α),f(β)] τέµνει τη γραφική 

παράσταση τουλάχιστον σ’ ένα σηµείο. 

Η σηµαντικότερη συνέπεια του Θεωρήµατος είναι ότι 

Η εικόνα διαστήµατος µέσω µιας συνεχούς και µη σταθερής συνάρτησης είναι  

διάστηµα (όχι ένωση διαστηµάτων) 

Η εικόνα κλειστού διαστήµατος µέσω συνεχούς συνάρτησης είναι κλειστό  διάστηµα. 

39. ∆ίνεται συνάρτηση f(x): Α�R η οποία είναι  Συνεχής σε ένα 

σηµείο xο, τότε η f θα είναι και είναι καί οπωσδήποτε καί 

παραγωγίσιµη στο χ0 .  

 Λάθος   
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40. Μπορεί δύο συναρτήσεις f, g να µην είναι παραγωγίσιµες σε ένα σηµείο xο του πεδίου 

ορισµού τους και η συνάρτηση  f+g να είναι παραγωγίσιµη στο xο . 

Αληθής  Οι συναρτήσεις 
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παραγωγίσιµες στο xο=0.  Όµως η συνάρτηση f+g έχει τύπο (f+ g)(x)=x, είναι 

παραγωγίσιµη στο xο=0. 
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41. Η εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης της 

συνάρτησης f στο A(xo,f(xo)) µπορεί  να έχει και άλλο 

κοινό σηµείο µε την γραφική παράσταση της f.  

Αληθής  

Θεωρούµε την συνάρτηση f(x)=x
3
 και την εφαπτοµένη της 

στο Α(1,1) την y=3x- 2 η οποία τέµνει την Cf και στο σηµείο 

Β(2, 8) όπως βλέπουµε και στο σχήµα. 

42. Αν η συνάρτηση f ∆� R αντιστρέφεται και η f
-1

 είναι 

παραγωγίσιµη στο f(∆) µε f ΄(x)≠0 για κάθε x ε∆, τότε ( ) ( ))('

1
)(

1

'1

xff
xf

−
− = , xε f(∆). 

Αληθής Πράγµατι: Για κάθε xε f(∆), ισχύει 

( ) [ ]
))(('

1
)(')(1))(')())((')'('))(()(

1

11111

xff
xfxfxffxxffxxff

−
−−−−− =⇒=⇒=⇒= . 

43. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα [α,β] και γνησίως αύξουσα 

τότε η f δεν ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του Θεωρήµατος του  Rolle. 

Αληθής γιατΙ α<β ⇒ f(α)<f(β), άρα f(α)≠ f(β), οπότε η f δεν ικανοποιεί τις 

προϋποθέσεις του Θεωρήµατος του Rolle. 

44. Αν η συνάρτηση f [α,β]�[α,β]  ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του θεωρήµατος του 

Rolle τότε και η συνάρτηση g(x)=(fof)(x) ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του 

θεωρήµατος του Rolle στο διάστηµα [α,β]  . 

Αληθής γιατΙ η f είναι συνεχής και παραγωγίσιµη , οπότε και η σύνθεση  (fof ) είναι 

συνεχής και παραγωγίσιµη. Επίσης ισχύει…………. 

45. ∆εν µπορεί ταυτόχρονα στο ίδιο διάστηµα [α,β] να ισχύουν το Θεώρηµα του Rolle 

και το  θεώρηµα του Bolzano. 

Αληθής γιατΙ αν ισχύει το θεώρηµα του Bolzano έχουµε f(α)f(β)<0(1)  και αν ισχύει το 

θεώρηµα του Rolle έχουµε f(α)=f(β) οπότε η (1) ⇒  f
2
(α)<0,άτοπο. 

46.  Έστω µια συνάρτηση f ορισµένη σε ένα διάστηµα ∆ . Αν η f είναι συνεχής στο ∆ 

και f΄(x) = 0 για κάθε ε σ ω τ ε ρ ι κ ό 

σηµείο χ του ∆, τότε η f είναι σταθερή 

σε όλο το διάστηµα ∆.  

Ισχύει και σε ένωση διαστηµάτων το 

ίδιο. 

Ψευδής γιατί η 
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47. Έστω µια συνάρτηση f ορισµένη σ’ένα διάστηµα ∆ και χ0 ένα 

εσωτερικό σηµείο του ∆. Αν  η f είναι παραγωγίσιµη στο 

σηµείο αυτό και f΄(χ0)=0 , τότε παρουσιάζει τοπικό ακρότατο 
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στο χ0.  

Λάθος π.χ  f(x)=x
3
 . 

48. Αν η συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα στο ∆, η παραγωγός 

της είναι υποχρεωτικά θετική στο εσωτερικό του ∆. 

Για παράδειγµα, η συνάρτηση 3)( xxf = , αν και είναι γνησίως 

αύξουσα στο R, εντούτοις έχει παράγωγο 23)(' xxf =  η οποία 

δεν είναι θετική σε όλο το R, αφού 0)0( =′f .  

Ισχύει όµως 0)( ≥′ xf  για κάθε ∈x R.  

∆ηλαδή αν f γνησίως αύξουσα τότε ίσως f(x)≥0. 

49. Ένα τοπικό µέγιστο µπορεί να είναι  µικρότερο από ένα 

τοπικό ελάχιστο. 

Στην γραφική παράσταση της f(x) µε Π.Ο το R η τιµή 

f(x1)<f(x4), δηλ. το τοπικό µέγιστο f(x1) είναι  µικρότερο από 

το τοπικό ελάχιστο  f(x4).  

50. Το µικρότερο από τα τοπικά ελάχιστα µιας συνάρτησης 

δεν είναι πάντοτε ελάχιστο αυτής. 

Στην γραφική παράσταση της f(x) µε Π.Ο το R βλέπουµε 

ότι έχουµε τοπικά ελάχιστα f(x0),f(x1), και f(x0)<f(x1), 

αλλά το  f(x0) δεν είναι η ελάχιστη τιµή της  f.  

51. ∆εν υπάρχουν συναρτήσεις που  έχουν  ολικά ακρότατα  

σε άπειρες θέσεις

 
Λάθος γιατί η f(x)=ηµx στο R έχει άπειρα ολικά ακρότατα   

52. Αν ισχύει f΄(x)<0 και g΄(x)>0για κάθε xεR τότε πάντα οι γραφικές παραστάσεις των 

f , g θα έχουν τουλάχιστον ένα κοινό σηµείο. 

Λάθος Οι συναρτήσεις f(x)=-e
x
, g(x)=e

x
, προφανώς δεν έχουν κοινό σηµείο αλλά  

f ΄(x)=-e
x
<0,  g΄ (x)=e

x
>0. 

53. Αν η γραφική παράσταση µιας συνάρτησης που είναι δυο φορές παραγωγίσιµη 

έχει τρία σηµεία συνευθειακά τότε υπάρχει τουλάχιστον ένα πιθανό σηµείο καµπής 

Αληθής γιατΙ Έστω A(α,f (α)) , Β(β,f (β)) και Γ(γ,f (γ)) τα τρία συνευθειακά σηµεία µε 

α<β<γ. Εφαρµόζουµε το Θ.Μ.Τ στα διαστήµατα [α,β],[β,γ], οπότε υπάρχουν 

τουλάχιστον, δύο σηµεία κ1ε(α,β), κ2ε(β,γ) έτσι ώστε οι εφαπτόµενες της Cf στα σηµεία 

1. 

 

 x 

 y=x3 

 y 

 Ο 
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Μ(κ1,f (κ1)) , Ν(κ2,f (κ2)) , είναι παράλληλες στην ευθείας (ε). Εφαρµόζουµε το Θ. Rolle 

στο διάστηµα [κ1,κ2], άρα υπάρχει τουλάχιστον ένα xοε(κ1, κ2) ⊆∆, έτσι ώστε f΄΄(xο)=0. 

54.  Η συνάρτηση f(x)=αx
3
+βx²+γx+δ µε α, β, γ, δ ͼ R και  

α ≠ 0 έχει πάντα ένα σηµείο καµπής και σύνολο τιµών το R . 

 

55. ∆ίνεται συνάρτηση f(x): Α �R η οποία στρέφει τα κοίλα άνω 

δηλ είναι κυρτή στο Πεδίο ορισµού της τότε η f΄΄ (x) > 0 

Λάθος  Για παράδειγµα, η συνάρτηση 4)( xxf = , αν και είναι κυρτή 

στο R, εντούτοις έχει παράγωγο 34)('' xxf =  η οποία δεν είναι 

θετική σε όλο το R, αφού 0)0('' =f . 

 

56. Κάθε γνησίως µονότονη συνάρτηση στο Α δεν παρουσιάζει ολικά 

ακρότατα. 

Λάθος γιατί η f(x)=x
2
, στο Α=[-2,0], είναι γνησίως φθίνουσα και στο x=-2 

παρουσιάζει ολικό µέγιστο το f(-2)=4, και στο x=0 ολικό ελάχιστο το  

f(0)=0. 

57. Αν η συνάρτηση f ορίζεται στο xo τότε δεν µπορεί να έχει κατακόρυφη ασύµπτωτη 

την x=xo. 

Λάθος γιατί η  συνάρτηση 
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xf   ,έχει κατακόρυφη ασύµπτωτη την x=0. 

∆ηλαδή η κατακόρυφη ασύµπτωτη µπορεί να τέµνει τη γραφική παράσταση της f το 

πολύ σε ένα σηµείο.  

 

58. Αν 0)( =∫ dxxf

β

α

, τότε κατ ανάγκη θα είναι f(x)=0 για κάθε xε[α,β]. 

Λάθος γιατί η f(x)=x
3
 στο [-1,1] έχει 0)(

1

1

=∫
−

dxxf  όµως f(x)≠0 για  

κάθε xε[-1,1]-{0}. 
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Ερµηνεία συνθηκών συµβόλων και σχέσεων 
1. Συνάρτηση f «1-1» � ∃  f

-1
 και η εξίσωση f(x)=η , έχει το πολύ µία ρίζα 

2. Συνάρτηση f γνησίως µονότονη � f «1-1»…. κ.τ.λ. και f↑ µόνο ή f↓ µόνο. 

3. f συνεχής και f(x)≠0 ∀ x ε [α,β] � f διατηρεί σταθερό πρόσηµο στο [α,β]. 

4. f ΄ >0 ή <0 στο διάστηµα ∆� f↑ στο ∆ ή f↓ στο ∆. 

5. f ΄΄ =0 στο διάστηµα ∆ � f ΄↑ στο ∆ ή f ΄↓ στο ∆ και f κυρτή ή f κοίλη στο ∆. 

6. f ΄=0 στο διάστηµα ∆ � f σταθερή στο ∆. 

7. f ΄= g ΄ στο διάστηµα ∆ � f=g+e 

8. f ΄=f στο διάστηµα ∆� f(x)=c e
x
  

9. f ΄΄=g΄΄ στο διάστηµα ∆ �f ΄ =g΄+c=(g+cx)΄ �f=g+cx+b 

10. Όλα τα -6- παραπάνω ισχύουν σε διάστηµα και όχι σε ένωση διαστηµάτων. 

11. f(a)f(b)<0… � θεώρηµα Bolzano… ∃ξ... f(ξ)=0 και Cf τέµνει τον χ’χ 

12. f(a)=f(b)… � θεώρηµα Rolle …. ∃ξ... f ΄(ξ)=0 και εφαπτοµένη //x’x. 

13. f(a)=f(b)=f(γ)... �2 φορές θεώρηµα Rolle στην f…. Και θεώρηµα Rolle στην f ΄. 

14. Τοπικό ακρότατο στο χ0 ... � θεώρηµα Fermat … f ΄(x0)=0 

15. ∆ίνεται ανισότητα�άρα ορισµός ολικού ακρότατου ... και θεώρηµα Fermat… 

16. Ζητείται ανισότητα � ΘΜΤ ή µονοτονία ή ολικά ακρότατα ή κυρτότητα και 

εφαπτοµένη ή 2ΘΜΤ και µεθοδολογία ανισότητας Jensen ή ολοκλήρωση ανισότητας 

17. Σηµείο καµπής στο χ0... � ... f ΄΄(x0)=0 

18. Σχέσεις µε 3 τιµές f(a), f(b), f(γ)… � 2 φορές ΘΜΤ ... ή Ενδιάµεσων τιµών 

19. Συνάρτηση f άρτια �άξονας συµµετρίας y’y και f(-x)=f(x)… 

20. Συνάρτηση f περιττή � κέντρο συµµετρίας Ο(0,0) και f(-x)=-f(x)… 

21. Cf πάνω  ή κάτω από τον χ’χ�λύνω f(x)>0 ή f(x)<0 

22. Cf πάνω ή κάτω από Cg � λύνω f(x)>g(x) ή f(x)<g(x) 

23. Cf τέµνει τον άξονα χ’χ σε σηµείο Α(x,0) δηλαδή � λύνω f(x) =0 

24. Cf τέµνει τον άξονα y’y σε σηµείο Α(0,y) δηλαδή �υπολογίζω f(0)=y 

25. Cf τέµνει Cg σε σηµείο Α(x,y) όπου χ λύση της f(x)=g(x) και y=f(x)=g(x) 

26. Cf διέρχεται από το σηµείο Α(α,β) � f(α)=β 
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27. f συνεχής στο α και ψάχνω f(α) � βρίσκω όριο στο α το οποίο ισούται µε f(α) 

28. Αν έχω διπλή ανισότητα ή |f(x)|≤ θ και ψάχνω όριο �κριτήριο παρεµβολής. 

29. Όριο µε ηµχ ή συνχ όπου χ τείνει σε άπειρο � χρησιµοποιώ |ηµχ|≤1 ή |συνχ|≤1 και 

κατασκευάζω παράσταση που ζητώ το όριο καιµετά κριτήριο παρεµβολής. 

30. Όριο µε ηµχ όπου χ τείνει στο 0 � χρησιµοποιώ βασικά τριγωνοµετρικά όρια. 

31. Λιµάρω ανίσωση µόνο αν ξέρω ότι υπάρχουν εκατέρωθεν τα όρια. 

32. Αν f συνεχής σε κλειστό διάστηµα  �τότε παίρνει µέγιστη τιµή και ελάχιστη τιµή. 

33. Αν f συνεχής και f ↑ στο ∆=[α,β] �τότε σύνολο τιµών f(∆)= [f(α),f(β)] 

34. Αν f συνεχής και f ↓ στο ∆=[α,β] �τότε σύνολο τιµών f(∆)= [f(β),f(α)]. 

35. Αν f:∆�R*  ή  f(x) ≠ 0 και η συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ και 

δε µηδενίζεται σ’ αυτό, τότε αυτή ή είναι θετική για κάθε xε∆  ή είναι αρνητική 

για κάθε xε∆, δηλαδή διατηρεί πρόσηµο στο διάστηµα ∆. 

36. Σε καθένα από τα υποδιαστήµατα που ορίζουν οι διαδοχικές ρίζες µιάς 

συνεχούς συνάρτησης, επιλέγουµε έναν αριθµό και βρίσκουµε το πρόσηµο της  

f  στον αριθµό αυτό. Το πρόσηµο αυτό είναι και το πρόσηµο της  f  στο 

αντίστοιχο διάστηµα. 

37. Αν f(x) ≠ 0 για κάθε xε∆ δεν σηµαίνει ότι η f διατηρεί σταθερό πρόσηµο στο ∆. 

(ισχύει αν η f είναι συνεχής). 

38. Αν f συνεχής και f ↑ ή f ↓ στο ∆=(α,β) �τότε στο σύνολο τιµών έχω όρια αντί τιµών 

39. Αν 0 ανήκει στο σύνολο τιµών της f �τότε η εξίσωση f(x)=0 έχει λύση 

40. Αν κ ανήκει στο σύνολο τιµών της f �τότε η εξίσωση f(∆)=κ έχει λύση 

41. ∆εν παραγωγίζω ανισώσεις. 

42. Σε αρνητικές προτάσεις συνήθως δουλεύω µε απαγωγή σε άτοπο. Για παράδειγµα, αν 

θέλω να δείξω ότι µια συνάρτηση δεν έχει ακρότατα υποθέτω ότι έχει και µε βάση 

θεώρηµα Fermat… καταλήγω σε άτοπο. Αν θέλω να δείξω ότι δεν έχει σηµείο καµπής 

υποθέτω ότι έχει και µε βάση θεώρηµα πρέπει f ΄΄(x0)=0 και µετά άτοπο. Αν θέλω µια 

εξίσωση να έχει το πολύ µία ρίζα δηλαδή όχι δύο ρίζες υποθέτω ότι έχει δύο και 

καταλήγω µε την βοήθεια του θεωρήµατος Rolle σε άτοπο. 

43. Αν ζητώ παραµέτρους σε κλαδική ώστε f παραγωγίσιµη τότε χρησιµοποιώ πρώτα ότι f 

συνεχής 

44. Αν θέλω όριο κλαδικής σε συνοριακό σηµείο ή συνάρτηση µε απόλυτα σε σηµείο που 

αλλάζει πρόσηµο η συνάρτηση ή συνάρτησης που µηδενίζει ο παρονοµαστής και 

αλλάζει και πρόσηµο τότε παίρνω πλευρικά όρια. 
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45. Αν f ΄(x)+f(x)=c�πολαπλασιάζω µε e
x
  τότε  [f(x)e

x
]΄=(ce

x
)΄… 

46. Αν f ΄(x)+g(x)f(x)=0�πολαπλασιάζω µε e
h(x)

 ,όπου h(x) παράγουσα της g(x)τότε  

[f(x) e
h(x)

]΄=0 … 

47. Αν f ΄΄(x)=f(x) � f ΄΄(x) + f ΄(x) = f ΄(x) + f(x) �πολαπλασιάζω µε e
x
  και έχω 

[f ΄(x)e
x
]΄ = [e

x
 f(x)]΄ 

48. Αν f ΄΄(x) f(x)+2[f ΄(x)]
2
=0 �πολαπλασιάζω µε f(x)   και έχω  

  f ΄΄(x) f
2
(x)+2 f(x) [f ΄(x)]

2
=0�[ f ΄(x) f

2
(x)]΄=0. 

49. Αν ζητείται η ύπαρξη οριζόντιας εφαπτοµένης δηλαδή // x΄x �Rolle. 

50. Για ασύµπτωτες βρίσκω π.ο και ψάχνω για κατακόρυφες εφαπτόµενες στα ανοικτά 

άκρα του π.ο, και  για οριζόντιες πλάγιες εργάζοµαι συγχρόνως ερµηνεύοντας τα 

αποτελέσµατα των ορίων 
x

xf

x

)(
lim

+∞→
 και ][ λχ−

+∞→
)(lim xf

x
. 

51. Αν f άρτια τότε f ΄ περιττή. 

52. Αν f περιττή τότε f ΄ άρτια και ∫
−

=
k

k

dxxf 0)(  . 

53. Πιθανά ακρότα στα άκρα κλειστού διαστήµατος ή στα κρίσιµα σηµεία δηλαδή στα 

σηµεία που µηδενίζεται η παράγωγος (στάσιµα σηµεία) ή δεν υπάρχει παράγωγος. 

54. Αν η εφαπτόµενη σχηµατίζει γωνία ω µε x΄x τότε λ=εφω=f ΄(xο). 

55. Αν ζητά να δείξω ότι η f δεν είναι παραγωγίσιµη αρκεί να δείξω ότι είναι ασυνεχής. 

56. Αν το σύνολο τιµών συνάρτησης ορισµένης σε κλειστό διάστηµα [α,β], έχει ένα 

τουλάχιστον άκρο ανοικτό, τότε δεν παρουσιάζει ελάχιστο ή µεγιστο αντίστοιχα και 

δεν είναι συνεχής στο [α,β]. 

57. Αν Cf, Cg τέµνονται κάθετα τότε οι εφαπτόµενες στα κοινά σηµεία κάθετες. 

58. Αν οι εφαπτόµενες στα x1,x2 είναι παράλληλες τότε f  ΄(x1)=f ΄(x2). 

59. Αν οι εφαπτόµενες στα x1,x2 είναι κάθετες τότε f  ΄(x1) f ΄(x2)=-1. 

60. Αν η f κυρτή τότε η εφαπτόµενη y=λx+β είναι κάτω από την Cf  και f(x)≥ λx+β. 

61. Αν η f κοίλη τότε η εφαπτόµενη y=λx+β είναι πάνω από την Cf  και f(x)≤ λx+β. 

62. Αν εµπλέκει κυρτότητα της f και µετά έχει ανισότητα και ιδιέτερα µε ολοκλήρωµα, 

ίσως πρέπει να βρούµε εφαπτόµενη και να πάµε όπως παραπάνω. 

63. Αν θέλω το πολύ µία ρίζα δεν χρειάζεται ύπαρξη αλλά απόριψη ύπαρξης 2 ριζών. 

64. Με την εύρεση του συνόλου τιµών βρίσκουµε το πλήθος των ριζών της συνάρτησης. 
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65. Το πρόσηµο της f ΄ δίνει την µονοτονία και τα ακρότατα της f. 

66. Το πρόσηµο της f ΄΄ δίνει την µονοτονία και τα ακρότατα της f ΄ και την κυστότητα 

και τα σηµεία καµπής της f. 

67. Οι ρίζα της f ΄ δεν είναι υποχρεωτικά ακρότατο.  

68. Οι ρίζα της f ΄΄ δεν είναι υποχρεωτικά σηµείο καµπής.  

69. Η αναφορά στην µονοτονία και τα ακρότατα θα γίνεται ολογράφως και όχι µέσω του 

πίνακα µεταβολών. 

70. Για να υπολογίσω ορισµένο ολοκλήρωµα πρέπει να έχουµε συνεχή συνάρτηση. 

 

 

 

Απαντήστε αν είναι Σωστό ή Λάθος 

1. Ισχύει πάντα   � � �!	"!#
$ ≥ 0. 

2. Αν η f είναι δύο φορές παραγωγίσιµη στο [α,β] γνησίως αύξουσα και στρέφει τα κοίλα 

πάνω τότε                � �΄΄�!	"!#
$ + � �)�!	"!#

* > 0 

3. Αν η f έχει συνεχή παράγωγο στο [α,β] τότε 

 � ���	"�#
$ = �, − -	��,	 − � �. − -	�)��	"�#

*  

4. Αν µια συνάρτηση f είναι κυρτή σε ένα διάστηµα ∆, τότε η εφαπτοµένη της γραφικής 

παράστασης της f σε κάθε σηµείο του ∆ βρίσκεται πάνω από την γραφική παράσταση 

της f. 

5. Αν f(2008)=f(2009) τότε και f΄(2008)=f΄(2009). 

6. Αν f΄(x)≠0 µε f΄ συνεχής για κάθε xεR τότε η f είναι «1-1». 

7. Αν για τις παραγωγίσιµες συναρτήσεις f,g ισχύει f΄(x)=g΄(2008x) τότε 

f(x)=g(2008x)+c. 

8. Αν η f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο [α,β] µε f(β)>0, τότε f(x)>0 για κάθε 

χε[α,β]. 

9. Αν f παραγωγίσιµη στο ∆ και για εσωτερικό σηµείο xo του ∆ ισχύει f΄(xo)=0, τότε η f 

παρουσιάζει υποχρεωτικά τοπικό ακρότατο στο xo. 

10. Μια συνεχής συνάρτηση f στο ∆=[α,β] δεν µπορεί να έχει σύνολο τιµών το R. 

11. Αν f δεν είναι παραγωγίσιµη στο εσωτερικό σηµείο xo του ∆, και εκατέρωθεν του xo 

αλλάζει η κοιλότητα της f τότε η f πάντα δεν παρουσιάζει σηµείο καµπής στο xo. 

12. Αν f παραγωγίσιµη στο ∆ και για εσωτερικό σηµείο xo του ∆ ισχύει f΄΄(xo)=0, τότε η f 

παρουσιάζει υποχρεωτικά σηµείο καµπής  στο xo. 
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13. Αν f δεν είναι παραγωγίσιµη στο εσωτερικό σηµείο xo του ∆ όµως έχει εφαπτόµενη, 

και εκατέρωθεν του xo αλλάζει η κοιλότητα της f τότε η f πάντα δεν παρουσιάζει 

σηµείο καµπής στο xo. 

14. Αν για δύο συναρτήσεις f,g ορίζονται οι fog και gof τότε υποχρεωτικά ισχύει fog ≠ 

gof. 

15. Αν είναι � ���	"�#
$ = � /��	"�#

$  τότε f(x)=g(x) για κάθε xε[α,β]. 

16. Αν f(x)=g(x)-2008 για κάθε xε[0,1] τότε το εµβαδό µεταξύ των Cf,Cg δεν είναι ίσο µε 

-2008. 

17. Κάθε συνάρτηση που είναι «1-1» και συνεχής στο πεδίο ορισµού της είναι και 

γνησίως µονότονη. 

18. Ισχύει ότι 1
x

x
lim
x

=
ηµ

+∞→

. 

19. Αν f είναι συνεχής στο [0,1] µε f(0)<0 και υπάρχει xoε(0,1): f(xo)=0 τότε υποχρεωτικά 

ισχύει f(1)>0. 

20. Αν  1)x(flim 2

2008x
=

→
 τότε  1)x(flim

2008x
±=

→
. 

21. Αν  0)x(flim
2008x

=
→

 και −∞=
→

)x(glim
2008x

 τότε +∞=
→ )x(f

)x(g
lim

22008x
 

22. Αν για τους µιγαδικούς z,w ισχύει |1| = |2|  τότε θα είναι z=w. 

23. Αν είναι � ��!	"!#
$ ≥ 0 µε α<β τότε θα είναι και f(x)≥0 για κάθε xεR. 

24. Αν ���	 = � ℎ�!	"!�
 445  και /��	 = � ℎ�!	"!�

�5 �  για κάθε xεR τότε η συνάρτηση 

t(x)=f(x)-g(x) είναι σταθερή στο R. 

25. Αν για κάθε α,βεR µε α≠β ισχύει � �΄�!	"! ≠ 0#
$ , τότε η f είναι «1-1» στο R. 

26. Οι συζυγείς µιγαδικοί δεν έχουν εικόνες συµµετρικές ως προς τον ψ΄ψ. 

27. Αν f µια συνεχή συνάρτηση στο διάστηµα ∆ και γε∆ τότε 7� ��!	"!�
8 9 ΄ = ���	 . 

28. Αν  0)x(flim 2

2008x
=

→
 τότε δεν µπορεί να ισχύει  0)x(flim

2008x
=

→
. 

29. Αν f µια συνεχή συνάρτηση στο διάστηµα ∆ και γε∆ τότε 7� �΄�!	"!�
8 9 = ���	 . 

30. Αν α<β τότε ισχύει � :	"�
;<=
>

$ = � :	"�#
;<=
>

, όπου γ σταθερά. 

31. Αν είναι � ���	"�#
$ ≤ � /��	"�#

$  τότε f(x)≤g(x) για κάθε xε[α,β]. 

32. Αν η f είναι συνεχής στο [-4,-1]∪[1,9] τότε το πεδίο ορισµού της /��	 = � ��!	"!@�>
@�  

[-2,-1]∪[1,2]. 

33. Ισχύει 1
x

1x
lim

20x
=

−συν
→

. 
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34. Έστω οι συναρτήσεις f,g:R�R. Αν η συνάρτηση gof είναι «1-1» τότε η συνάρτηση f 

δεν µπορεί να είναι «1-1». 

35. Αν η f είναι συνεχής στο [α,β] µε f(α)=0 και f(β)=1 τότε υπάρχει γε[α,β] ώστε 

f(γ)=ln2. 

36. Αν εφαρµόζεται σε µια συνάρτηση f το Θ.Rolle στο [α,β] τότε δεν µπορεί να 

εφαρµοστεί το Θ.Μ.Τ διαφορικού λογισµού στην f στο [α,β]. 

37. Αν η f΄΄(x) αλλάζει πρόσηµο εκατέρωθεν του xo τότε το xo είναι σηµείο καµπής για 

την f. 

38. Η συνάρτηση f(x)=|�| είναι συνεχής αλλά όχι παραγωγίσιµη στο xo=0. 

39. Κάθε συνάρτηση που είναι «1-1» στο πεδίο ορισµού της είναι και γνησίως µονότονη. 

40. Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο R και η f΄(x)=0 έχει µία µόνο ρίζα τότε η εξίσωση 

f(x)=0 έχει το πολύ δύο ρίζες. 

41. Μια συνάρτηση f είναι «1-1» αν και µόνο αν κάθε οριζόντια ευθεία τέµνει τη γραφική 

παράσταση της το πολύ σε ένα σηµείο. 

42. Μια συνάρτηση f δεν είναι «1-1» αν και µόνο αν κάθε κατακόρυφη ευθεία τέµνει τη 

γραφική παράσταση της το πολύ σε ένα σηµείο. 

43. Αν η f στρέφει τα κοίλα άνω τότε f(x)>0. 

44. Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο [α,β] µε f΄(x)≠0 για κάθε xε[α,β] τότε η δεν έχει 

ακρότατα. 

45. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο R τότε η γραφική της παράσταση δεν έχει 

κατακόρυφη ασύµπτωτη. 

46.  Αν η παραγωγίσιµη συνάρτηση f παίρνει θετικές τιµές τότε ο ρυθµός µεταβολής της 

είναι θετικός. 

47. Αν )x(glim)x(flim
xx α→α→

= τότε και f(x)=g(x) κοντά στο χ=α. 

48. Έστω η συνάρτηση f ορισµένη και παραγωγίσιµη στο [α,β] και xoε[α,β] στο οποίο η f 

παρουσιάζει ακρότατο τότε ισχύει πάντα f΄(xo)=0. 

49. Αν η f:R�R*  είναι συνεχής τότε η f διατηρεί πάντα σταθερό πρόσηµο. 

50. Αν είναι � f�x	dxD
E = � f�x	dxF

E  τότε β=γ. 

51. Ισχύει πάντα  � f�x	dxD
E + � f�x	dx = 0E

D  . 

52. Αν για τις συνεχής συναρτήσεις f,g  ισχύει f(x)≥g(x) για κάθε χεR τότε για κάθε 

α,βεR:  � f�x	dxD
E ≥ � g�x	dxD

E  . 

53. Αν f µια συνεχή συνάρτηση στο διάστηµα ∆ και γε∆ τότε 7� f�t	dtI
F 9 ΄ = f�x	 − f�γ	 . 

54. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο R τότε � f�x	dx = xf�x	 − �xf )�x	dx. 

55. Αν η f είναι συνεχής στο R τότε για κάθε αεR ισχύει ∫∫
α

γγ
α→

= dt)t(fdt)t(flim
x

x
. 
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56. Αν υπάρχει το )x(flim
x α→

, τότε υπάρχει πάντα και το )x(flim
x α→

. 

57. Αν f
2008

(x)≤g(x) κοντά στο xo και 0)x(glim
oxx

=
→

 τότε και 0)x(flim
oxx

=
→

. 

58. Ισχύει  (2008
x
)΄=x 2008

x-1
 . 

59. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,β] και f(α)<f(β) τότε το σύνολο τιµών το 

διάστηµα [f(α),f(β)]. 

60. Αν υπάρχει το 0)x(flim
x

=
α→

, τότε ισχύει πάντα 0)x(flim
x

=
α→

. 

61. Αν για την συνεχή συνάρτηση f:R�R ισχύουν −∞=
+∞→

)x(flim
x

 και +∞=
−∞→

)x(flim
x

 τότε η 

εξίσωση f(x)=0 έχει τουλάχιστον µία ρίζα. 

62. Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο xo f΄ είναι συνεχής στο xo. 

63. To Θ.Μ.Τ εφαρµόζεται πάντα σε κάθε πολυωνυµική συνάρτηση σε οποιοδήποτε 

διάστηµα [α,β]. 

64. Υπάρχουν συναρτήσεις που είναι 1–1, αλλά δεν είναι γνησίως µονότονες.  

65. Αν µια συνάρτηση f είναι κοίλη σ’ ένα διάστηµα ∆,τότε η εφαπτοµένη 

της γραφικής παράστασης της f  σε κάθε σηµείο του ∆ βρίσκεται κάτω 

από τη                  γραφική της παράσταση, µε εξαίρεση το σηµείο 

επαφής τους.  

66. Το ολοκλήρωµα ∫
β

α
f(x)dx  είναι ίσο µε το άθροισµα των εµβαδών των 

χωρίων που βρίσκονται πάνω από τον άξονα x΄x µείον το άθροισµα των 

εµβαδών των χωρίων που βρίσκονται κάτω από τον άξονα x΄x.  

67. Αν α, β πραγµατικοί αριθµοί, τότε: α+βi=0 ⇔ α=0 ή β=0  

68. Έστω µια συνάρτηση ορισµένη σ’ ένα σύνολο της µορφής (α, x0) ∪ (x0, β) 

και .4 ένας πραγµατικός αριθµός. Τότε ισχύει η ισοδυναµία

( ) 0
00

=−⇔=
→→

))x(f(lim)x(flim
xxxx

ll
 

69. Αν µια συνάρτηση f:A→ IR είναι 1−1, τότε για την αντίστροφη συνάρτηση 

f
-1

 

ισχύει: x))x(f(f =−1
, A x∈    και  y))y(f(f =−1

,   f(A)y∈  

70. Μια συνεχής συνάρτηση f διατηρεί πρόσηµο σε καθένα από τα 

διαστήµατα στα οποία οι διαδοχικές ρίζες της f χωρίζουν το πεδίο 

ορισµού της.  

71. Αν µια συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιµη στο IR και στρέφει τα 

κοίλα προς τα άνω, τότε κατ’ ανάγκη θα ισχύει f΄΄(x) > 0 για κάθε 

πραγµατικό αριθµό x. 
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72. Αν η f είναι συνεχής σε διάστηµα ∆ και α,β,γ∈∆  τότε ισχύει

∫ ∫ ∫+=
β

α

γ

α

β

γ
f(x)dxf(x)dxf(x)dx  

73. Για κάθε x ∈IR ισχύει: (ηµx)΄ = – συνx.  

74. Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ και δεν µηδενίζεται 

σ’ αυτό, τότε αυτή ή είναι θετική για κάθε x∈∆ ή είναι αρνητική για 

κάθε x∈∆, δηλαδή διατηρεί πρόσηµο στο διάστηµα ∆.  

75. Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα [α, β] 

παραγωγίσιµη στο ανοιχτό διάστηµα (α, β) και f(α) = f(β) τότε υπάρχει 

ένα, τουλάχιστον, ξ ∈ (α, β) τέτοιο, ώστε: f΄ (ξ) = 0.  

76. Αν f συνάρτηση συνεχής στο διάστηµα [α,β] και για κάθε xε[α,β] ισχύει 

f(x) ≥ 0  τότε  
β

α
f(x)dx 0>∫  .  

77. Έστω f µια συνάρτηση συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ και παραγωγίσιµη  σε  

κάθε  εσωτερικό  σηµείο  x  του ∆. Αν η συνάρτηση f  είναι γνησίως 

αύξουσα στο ∆          τότε f΄(x) > 0 σε κάθε εσωτερικό σηµείο x του ∆.   

78. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0  και η συνάρτηση g είναι συνεχής 

στο x0
 
, τότε η σύνθεσή τους gof είναι συνεχής στο x0 .  

79. Αν f είναι µια συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστηµα ∆ και α είναι ένα 

σηµείο του ∆, τότε  ( )
g(x)

α
f(t)dt=f g(x) ( )g x′⋅∫   µε την προϋπόθεση ότι τα 

χρησιµοποιούµενα   σύµβολα έχουν νόηµα. 

80. Αν α > 1  τότε  
xlim α 0

x→−∞
= .  

81. Για κάθε x≠0 ισχύει [ ]
x

1
 xln =′  

82. Μια συνάρτηση f:Α → IR είναι 1–1, αν και µόνο αν για κάθε στοιχείο 

y του συνόλου τιµών της η εξίσωση f(x)=y έχει  ακριβώς µία λύση ως 

προς x .   

83. Έστω f  µία συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστηµα [α,β].  Αν G είναι µία 

παράγουσα της f  στο [α,β],  τότε G(β)G(α)f(t)dt
β

α
−=∫   

84. Για κάθε µιγαδικό αριθµό z ισχύει 
22

zz = .   

85. Αν υπάρχει το 0)(lim
0

>
→

xf
xx

  τότε   0)( >xf   κοντά    στο x 0 .   
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86. H εικόνα f(∆) ενός διαστήµατος ∆ µέσω µιας συνεχούς και µη 

σταθερής συνάρτησης f  είναι διάστηµα.  

87. Ισχύει ο  τύπος ( ) 133 −⋅=
′ xx x ,  γ ια κάθε x ∈  IR .   

88. Ισχύει η σχέση [ ] ∫∫ ′−=′
β

α

β

α

β
α dxxgxfxgxfdxxgxf )()()()()()( ,  όπου gf ′′,  

είναι συνεχείς συναρτήσεις στο [α,β].   

89. Έστω f πραγµατική συνάρτηση µε πεδίο ορισµού το ∆ και x0∈∆. Έστω 

επίσης f(x)≠0 για κάθε x∈∆. Αν +∞=
→

f(x)lim
0xx

   τότε   

−∞=
→ f(x)

1
lim

0xx  .   

90. Έστω α, β πραγµατικοί αριθµοί.  Στο µιγαδικό επίπεδο       οι  εικόνες 

Μ(α,β) και Μ΄(α,–β) των συζυγών µιγαδικών βiαz +=  και βiαz −=  

είναι σηµεία                 συµµετρικά ως προς τον πραγµατικό άξονα.  

91. Αν µια πραγµατική συνάρτηση f  δεν είναι συνεχής σε ένα σηµείο x0 ,  

τότε δεν µπορεί να είναι παραγωγίσιµη  στο x0 .   

92. Έστω η συνάρτηση xf(x) = µε πεδίο ορισµού ∆ = [0,  +∞), τότε 

x

1
(x)f =′  γ ια κάθε x ∈  (0, +∞).  

93. Αν ένα τουλάχιστον από τα όρια f(x)lim
0xx
−→

f(x)lim
0xx
+→

είναι +∞ ή –

∞, τότε η ευθεία χ=.4λέγεται οριζόντια ασύµπτωτη της γραφικής 

παράστασης της f.  

94. Έστω δύο συναρτήσεις f ,  g ορισµένες σε ένα διάστηµα ∆. Αν οι f ,  g 

είναι συνεχείς στο ∆ και f΄(x) = g΄(x) για κάθε εσωτερικό σηµείο x 

του ∆, τότε υπάρχει σταθερά c τέτοια,  ώστε για κάθε x∈∆  ισχύει:  

f(x) = g(x) + c .   

95. Τα εσωτερικά σηµεία του διαστήµατος ∆, στα οποία η f  δεν 

παραγωγίζεται ή η παράγωγός της είναι ίση µε το 0, λέγονται κρίσιµα 

σηµεία της f  στο διάστηµα ∆.  

96. Έστω µια συνάρτηση f  παραγωγίσιµη σ’ ένα διάστηµα (α,β) µε 

εξαίρεση ίσως ένα σηµείο του xo .
 
Αν η f  είναι κυρτή στο (α,xo)  και 

κοίλη στο (xo ,β)  ή αντιστρόφως, τότε το σηµείο Α(xo  f(xo))  είναι 

υποχρεωτικά σηµείο καµπής της γραφικής παράστασης της f .   
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97. Αν για δύο συναρτήσεις f ,g ορίζονται οι fog και gof,  τότε είναι 

υποχρεωτικά fog ≠ gof.   

98. Αν η συνάρτηση f έχει παράγουσα σε ένα διάστηµα ∆ και λ ∈  IR *,  

τότε ισχύει:  ∫ ∫= f(x)dxλλf(x)dx  

99. Αν x ≠ 0,  τότε ισχύει  −∞=
→ 20x x

1
 lim .   

100. Έστω η συνάρτηση f(x) = εφx. Η συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιµη στο 

ΙR 1
   
=  ΙR. – {x / συνx = 0} και ισχύει: 

xσυν

1
(x)f

2
=′ . 

101. Αν υπάρχει το όριο της συνάρτησης f  στο x
0  
∈  ΙR, τότε:   

( ) ( )f(x) limkf(x)k  lim
oo xxxx →→

=   γ ια κάθε σταθερά         k∈  ΙR .   

102. Μία συνάρτηση f : Α→ ΙR. λέγεται συνάρτηση 1-1, όταν για οποιαδήποτε x1, x2 ∈Α 

ισχύει η συνεπαγωγή: αν x1
 
≠ x2, τότε f(x1) ≠ f (x2).  

103. Μία συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού Α θα λέµε ότι παρουσιάζει στο xο∈A (ολικό) 

ελάχιστο, το f(xο), όταν f(x) < f (xο) για κάθε x∈A.  

104. Αν οι συναρτήσεις f, g έχουν όριο στο xο
 
και ισχύει f(x) ≤ g (x) κοντά στο 

xο, τότε f(x) lim
0xx→

  >  )(glim
0xx

x
→

 

105. Αν µία συνάρτηση f είναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα [α,β] και 

παραγωγίσιµη στο ανοικτό διάστηµα   (α,β)  τότε υπάρχει ένα, 

τουλάχιστον, ξ∈(α,β) τέτοιο, ώστε: f΄(ξ) = αβ −
f(α)-f(β)

 

106. Αν µία συνάρτηση f είναι συνεχής σ’ ένα σηµείο x0του πεδίου ορισµού 

της, τότε είναι και παραγωγίσιµη στο σηµείο αυτό. 

107. Αν f, g είναι δύο συναρτήσεις µε πεδίο ορισµού IR και ορίζονται οι 

συνθέσεις fog και gof, τότε αυτές οι συνθέσεις είναι υποχρεωτικά ίσες. 

108. Οι γραφικές παραστάσεις C και C΄ των συναρτήσεων f και f
–1

 είναι 

συµµετρικές ως προς την ευθεία y = x που διχοτοµεί τις γωνίες xOy και 

x΄Oy΄. 

109. Αν υπάρχει το όριο της f στο x0, τότε k
xx

k

xx
f(x)limf(x)lim

00 →→
= , εφόσον f(x) ≥ 

0 κοντά στο x0, µε k ε Ν και k ≥ 2. 

110. Μία συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού Α λέµε ότι παρουσιάζει (ολικό) ελάχιστο στο 

x
0
∈A, όταν f(x)≥f(x

0
) για κάθε x∈A  
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111. Κάθε συνάρτηση f συνεχής σε ένα σηµείο του πεδίου ορισµού της είναι και 

παραγωγίσιµη στο σηµείο αυτό. 

112. Αν µία συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα διάστηµα [α, β] και ισχύει f(x)<0 για κάθε 

x∈[α, β], τότε το εµβαδόν του χωρίου Ω που ορίζεται από τη γραφική παράσταση της 

f, τις ευθείες x=α, x=β και τον άξονα είναι Ε(Ω)=
 
∫
β

α

dx)x(f  

113. Ισχύει 1
x

1x
lim

0x
=

−συν
→

 

114. Έστω µια συνάρτηση f που είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆. Αν f′(x) < 0 σε κάθε 

εσωτερικό σηµείο του ∆, τότε η f είναι γνησίως αύξουσα σε όλο το ∆.  

115. Αν είναι 0dx)x(f >∫
β

α

, τότε f(x) > 0 για κάθε x ∈ [α, β].  

116. Αν µια συνάρτηση f είναι κυρτή σ’ ένα διάστηµα ∆, τότε η εφαπτοµένη της γραφικής 

παράστασης της f, σε κάθε σηµείο του ∆ βρίσκεται κάτω από τη γραφική παράσταση 

της f µε εξαίρεση το σηµείο επαφής τους. 

 

117. Μια συνάρτηση f είναι 1-1, αν και µόνο αν για κάθε στοιχείο y του συνόλου τιµών της 

η εξίσωση f(x)=y έχει ακριβώς µία λύση ως προς x. 

 

118. Αν είναι 
→

+∞
0x x

lim f(x)= , τότε f(x)<0 κοντά στο x0 

119. ′
2

1
(σφx) =

ηµ x
, x∈ℝ - {x|ηµx≠0} 

120. Να δείξτε ότι αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα ∆ και ισχύει f’(x)=0 για 

κάθε εσωτερικό σηµείο χ του ∆, τότε η f είναι σταθερή σε όλο το διάστηµα ∆. 

121. Να δείξτε ότι αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ και ισχύει f’(χ)>0 

για κάθε εσωτερικό σηµείο χ του ∆, τότε η f είναι γνησίως αύξουσα σε όλο το 

διάστηµα ∆. 

122. Αν η R],[:f →βα  είναι παραγωγίσιµη, τότε η f παρουσιάζει µέγιστο για χ=ρ µε  

f ΄(ρ)=0. 

123. Αν η RR:f * →  είναι παραγωγίσιµη, µε f ΄(χ)=0 για κάθε χεR
*
, τότε η f είναι σταθερή. 

124. Αν η RR:f →  παρουσιάζει καµπή στο χ=ρ τότε f ΄΄(ρ)=0. 

125. Αν η f στρέφει τα κοίλα προς τα άνω σε ένα διάστηµα ∆, τότε η –f στρέφει τα κοίλα 

προς τα κάτω στο ∆. 

126. Αν µια παραγωγίσιµη συνάρτηση R→R:f *  δεν είναι σταθερή, τότε υπάρχει ρεR
*
 

ώστε f(ρ)≠0. 

127. Υπάρχει συνάρτηση R→R:f µη σταθερή, ώστε [x f(x)]’=0 για κάθε χεR. 

128. Αν για την συνάρτηση  R],[:f →βα  ισχύει f ΄(χ)=0 για κάθε χε(α,β), τότε η f σταθερή 

στο [α,β]. 
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129. Aν η συνάρτηση RR:f →  έχει µόνο δύο τοπικά µέγιστα τα (x1,f(x1)), (x2,f(x2)) µε 

f(x1)<f(x2) τότε η µέγιστη τιµή είναι σίγουρα το f(x2)). 

130. Στο χ0 που είναι εσωτερικό σηµείο του πεδίου ορισµού της f είναι δυνατόν η f να έχει 

και τοπικό ακρότατο και σηµείο καµπής. 

131. Αν στο χ0 που είναι σηµείο καµπής της f είναι f ΄΄(χ0)=0. 

132. Πότε µια συνάρτηση f στρέφει τα κοίλα προς τα άνω σε ένα διάστηµα ∆. 

133. Πότε η γραφική παράσταση µιας συνάρτησης f λέµε ότι έχει: 

κατακόρυφη ασύµπτωτη την ευθεία χ=χ0. 

ασύµπτωτη την ευθεία  ψ=λχ+β στο ∞+ . 

134. Αν f:A�f(A) τότε f(f
-1

(x))=x για κάθε xεΑ. 

135. Η σταθερή συνάρτηση f(x)=c≠0 έχει αντίστροφη την 
c

1
)x(g =  . 

136. Οι συναρτήσεις f και (f
-1

)
-1

 είναι ίσες. 

137. Αν η f γνησίως φθίνουσα τα κοινά σηµεία των f  και f
-1

 βρίσκονται µόνο στην y=x. 

138. Αν ορίζεται η fog και είναι «1-1» τότε και η g είναι «1-1». 

139. Αν ορίζεται η fog και η g είναι «1-1» τότε και η fog είναι «1-1». 

140. Κάθε τοπικό ελάχιστο είναι µικρότερο από κάθε τοπικό µέγιστο. 

141. Τα τοπικά ακρότατα είναι ολικά ακρότατα. 

142. Τα ολικά ακρότατα είναι τοπικά ακρότατα. 

143. Το µεγαλύτερο από τα τοπικά ακρότατα είναι το µέγιστο της συνάρτησης. 

144. Στο [α,β] για την συνάρτηση f υπάρχει πάντα ακρότατο. 

145. Αν το π.ο της f είναι το (α,β) τότε η f δεν έχει ακρότατα. 

146. Αν το π.ο της f είναι το [α,β] τότε η f έχει ακρότατα. 

147. Αν το π.ο της f είναι το [α,β] και είναι συνεχής τότε η f δεν έχει ακρότατα. 

148. Σε κάθε «1-1» συνάρτηση κάθε οριζόντια ευθεία το πολύ σε ένα σηµείο τέµνει την 

γραφική παράσταση της συνάρτησης. 

149. Στο [α,β] για την παραγωγίσιµη συνάρτηση f υπάρχει πάντα ακρότατο. 

150. Για την παραγωγίσιµη συνάρτηση f στο [α,β] και υπάρχει ακρότατο στο xoε[α,β] τότε  

 f ΄(xo)=0. 

151. Για την παραγωγίσιµη συνάρτηση f στο [α,β] και υπάρχει ακρότατο στο xoε(α,β) τότε  

 f ΄(xo)=0. 

152. Για την συνεχή συνάρτηση f στο [α,β] και υπάρχει ακρότατο στο xoε(α,β) τότε  

 f ΄(xo)=0. 

153. Αν το (α,β) είναι το σύνολο τιµών της f τότε δεν έχει ακρότατα. 

154. Αν µια συνεχή συνάρτηση f στο R , ισχύει: f(x1)=1 και f(x2)=4, τότε υπάρχει 

)x,x(x 210 ∈  τέτοιο, ώστε: f(x0)=e. 

155. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα [α, β], τότε υπάρχουν x1,x2ε[α,β] µε 

f(x1)≤f(x)≤f(x2). 

156. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,β] τότε δεν µπορεί να εχει σύνολο τιµών το R. 

157. Αν το 0 ανήκει στο π.ο της f τότε )0(f)x(flim
0x

=
→

. 

158. Αν το xo ανήκει στο π.ο της f και  )x(flim)x(flim
oo xxxx
+− →→

=  τότε η f συνεχής στο xo . 

159. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,β] τότε η f συνεχής στο χ=α. 
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160. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,β]  µε f(α)≠f(β)τότε παίρνει µόνο τις τιµές 

µεταξύ των f(α),f(β) . 

161. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,β] µε f(α)f(β)>0τότε η f διατηρεί σταθερό 

πρόσηµο στο [α,β]. 

162. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο Α τότε η f στο Α έχει µέγιστη και ελάχιστη τιµή. 

163. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο διάστηµα [α, β], τότε το 

σύνολο τιµών της είναι: [f(α), f(β)]. 

164. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα [α, β], τότε το 

σύνολο τιµών της είναι: [f(β), f(α)]. 

165. Κάθε συνεχής συνάρτηση f στο [α, β] µε f(α) ≠ f(β), παίρνει µόνο τις τιµές µεταξύ των 

f(α) και f(β). 

166. Αν η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο ),0( ∞+ , τότε το σύνολο τιµών της είναι 

το διάστηµα 








+∞→→

)x(f),x(f limlim
x0x

. 

167. Έστω µια συνάρτηση f συνεχής στο διάστηµα [α, β]. Αν η f είναι 1-1 στο [α, β], τότε 

είναι και γνησίως µονότονη στο [α, β]. 

168. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0 µε 0)x(f 0 ≠ , τότε κοντά στο x0 οι τιµές της f 

είναι οµόσηµες του f(x0). 

169. Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο διάστηµα ∆, τότε η 

αντίστροφή της είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο f(∆). 

170. Αν η συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού ένα διάστηµα ∆ είναι συνεχής και 1-1 στο ∆, τότε 

η συνάρτηση f
-1

 είναι συνεχής στο f(∆). 

171. Κάθε συνεχής συνάρτηση µε πεδίο ορισµού το R έχει µέγιστη και ελάχιστη τιµή. 

172. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0 και η συνάρτηση g δεν είναι συνεχής στο x0, 

τότε η συνάρτηση f+g δεν είναι συνεχής στο x0. 

173. Αν οι συναρτήσεις f, g δεν είναι συνεχείς στο σηµείο x0 του κοινού πεδίου ορισµού 

τους, τότε η συνάρτηση f+g δεν είναι συνεχής στο x0. 

174. Aν η συνάρτηση f είναι συνεχής σ’ ένα σηµείο x0 του πεδίου ορισµού της, τότε και η 

f
2
 είναι συνεχής στο x0. 

175. Αν η f έχει αντίστροφη συνάρτηση f
-1

 και η γραφική παράσταση της f έχει κοινό 

σηµείο Α µε την ευθεία ψ=χ, τότε το σηµείο Α ανήκει και στην γραφική παράσταση 

της f
-1

 .  

176. Αν η f είναι συνεχής στο [α,β] µε f(α)<0 και υπάρχει ρε(α,β) ώστε f(ρ)=0, τότε κατ’ 

ανάγκη f(β)>0.  

177. Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ και δεν µηδενίζεται σ΄ αυτό, 

τότε αυτή ή είναι θετική για κάθε χε∆ ή είναι αρνητική για κάθε χε∆, δηλαδή διατηρεί 

πρόσηµο στο διάστηµα ∆.  

178. Αν 0)x(flim
ax

=
→

 και f(x)>0 κοντά στο  α  τότε  +∞=
→ )x(f

1
lim

ax
. 

179. Ένα τοπικό µέγιστο µπορεί να είναι µικρότερο από ένα τοπικό ελάχιστο. 

180. Το µέγιστο είναι τοπικό ακρότατο, το αντίστροφο δεν ισχύει πάντα. 

181. Το µέγιστο είναι µεγαλύτερο από τα τοπικά µέγιστα. 
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182. Το µεγαλύτερο από τα τοπικά µέγιστα δεν είναι πάντα µέγιστο. 

183. Αν xo εσωτερικό του ∆ και παρουσιάζει τοπικό ακρότατο τότε f΄(xo)=0. 

184. Αν xo ε ∆ και παρουσιάζει τοπικό ακρότατο και παραγωγίσιµη τότε f΄(xo)=0. 

185. Οι πολυωνυµικές συναρτήσεις βαθµού µεγαλύτερου ή ίσου του 2 δεν έχουν 

ασύµπτωτες. 

186. Οι ρητές συναρτήσεις 
)(

)(

xQ

xP
, µε βαθµό του αριθµητή )(xP  µεγαλύτερο τουλάχιστον 

κατά δύο του βαθµού του παρονοµαστή, δεν έχουν πλάγιες ασύµπτωτες. 

187. Η γραφική παράσταση µιας γνησίως µονότονης συνάρτησης  ƒ: ℜ → ℜ διέρχεται από 

τα  σηµεία  Α(3,2) και Β(4,-1) .   Να αποδείξετε ότι η ƒ είναι γνησίως φθίνουσα 

Να λύσετε την ανίσωση : ƒ (
ƒ-1

(χ) –1) < 2 

188. Έστω ƒ: (0,+∞) → ℜ δύο φορές παραγωγίσιµη συνάρτηση στο (0,+∞) και α, β, γ >0  

µε  α<β<γ τέτοια ώστε  ƒ(α) = α , ƒ(β) = β , ƒ(γ) = γ . Να αποδειχθεί 

 Υπάρχουν κ, λ τέτοια ώστε ƒ(κ) = κƒ΄(κ) και ƒ(λ) =λƒ΄(λ) 

Αν  η  ευθεία  που  διέρχεται από τα σηµεία  Α(κ, ƒ(κ))  και Β(λ, ƒ(λ)) διέρχεται και 

από το σηµείο Ο(0,0) , να δειχθεί ότι υπάρχει χ 0> 0 : ƒ ΄΄(χ0 ) = 0 

189. ′ ′+∫ ∫
β ββ

αα α
f(x)g (x)dx =[f(x)g(x)] f (x)g(x)dx , όπου f΄,g΄ είναι συνεχείς συναρτήσεις στο 

[α,β]  

 





………στη γνώση                              σελ. 1 
 


………………………….το µέλλον θα είναι καλό αν φροντίσεις σωστά τα θέµατα του παρόντος  SLS… 
 


(α + β)² = α² + 2 α β + β² 
(α - β)² = α² - 2 α β + β² 
(α + β)3  = α3  + 3 α²β + 3 α β² + β3 


(α - β)3  = α3  - 3 α²β + 3 α β² - β3 


α² - β²  = (α + β) (α - β) 
α² + β²  = (α + β)² - 2 α β 
α3  + β3   = (α + β)3  - 3 α β (α + β)          
α3 - β3   = (α - β)3 + 3 α β (α - β) 
α3  + β3   = (α + β) (α² - α β + β²)     
α3 - β3   = (α - β) (α² + α β + β²)        
(α + β + γ)² = α² + β² + γ² + 2 α β + 2 α 
γ + 2 β γ 
(α + β + γ)3  = α3  + β3 + γ3  + 3 (α + β) 
(β + γ) (γ + α) 
(χ + α)(χ + β) = χ² + (α + β)χ + αβ 
Ταυτότητα του Euler. 
α3  + β3  + γ3  - 3 α β γ =  
      = (α+β+γ) (α²+β²+γ²-αβ-βγ-γα) 


      = 
2


1
 (α+β+γ) [(α-β)²+(β-γ)²+(γ-α)²] 


αν   α+β+γ = 0  ⇒  α3  + β3  + γ3 = 3 α β γ 
αν   α = β = γ  ⇒   α3  + β3  + γ3 = 3 α β γ 
αν   α3  + β3  + γ3 = 3 α β γ  ⇒  α+β+γ=0                    
                                      ή α=β=γ 
 
αν  - βν  =  
(α - β) (αν-1  + αν-2  β + αν-3  β2+...+ βν-1  )   
γιά  ν  φυσικό. 
    αν  -  βν  =  
(α  - β) (αν-1 - αν-2  β + αν-3  β2-...- βν-1  )   
γιά  ν  άρτιο 
    αν  + βν  =  
(α + β) (αν-1  - αν-2  β + αν-3  β2-...+ βν-1 )   
γιά  ν  περριτό 
Ταυτότητα του Lagrange 
 (α² +β²)(χ²+ψ²)-(αχ + β ψ)2 = (α ψ - β χ)² 
 


……………………………………………………………………………………………………………………………………
Αν α > β καί  β > γ  τότε  α > γ 
α > β    ⇔     α + γ > β + γ     
Αν  γ > 0  τότε  α > β  ⇒α γ > β γ  ,    


                               
γ


β


γ


α
>  


Αν  γ < 0  τότε  α > β   ⇒α γ < β γ  ,    


                                
γ


β


γ


α
<  


Αν  α > β  καί γ > δ   ⇒   α + γ > β + δ 
Δέν µπορούµε να αφαιρέσουµε κατά µέλη 
ανισότητες. 
Δέν µπορούµε να προσθέσουµε κατά µέλη 
ανισότητες  
που δέν έχουν τήν ίδια φορά. 
α > β > 0  καί  γ > δ > 0   ⇒  α γ > β δ 
Δέν µπορούµε να διαιρέσουµε κατά µέλη 
ανισότητες. 
 
Γιά θετικούς αριθµούς α,β καί ν θετικό 
ακέραιο ισχύει 
α > β   ⇔  αν > βν,    α = β   ⇔  αν = βν 
α > β     ⇔     - α < - β 


α > β  καί  γ > 0      ⇒   
γ


β


γ


α
>  


α > β  καί  γ < 0     ⇒   
γ


β


γ


α
<  


 Αν  α,β  οµόσηµοι  


τότε  α < β   ⇔    
βα


11
>  


Αν  κ,λ είναι ακέραιοι θετικοί αριθµοί ισχύει: 
α > 1  καί  κ > λ    ⇒  ακ  > αλ 
 
0 < α < 1  καί  κ > λ  ⇒   ακ  < αλ 
Αν  α,β θετικοί αριθµοί  
ισχύει   α > β  ⇒  α² > β² 
Αν  α,β αρνητικοί αριθµοί ισχύει α > β ⇒  
α² < β² 
Αν  α1, α2, α3,..., αν  ε R  τότε:       


α 1


2 + α 2


2 +...+ α v


2  ≥0 


α 1


2 + α 2


2 +...+ α v


2  = 0 ⇒α1= α2= ... = αν= 0 


α 1


2 + α 2


2 +...+ α v


2  ≤  0 ⇒α1= α2= ... =αν= 0 


Ανισότητα  Bernoulli 
(1 + α)ν≥  1 + ν α        α ≥  -1,     νεΝ 
(1 - α)ν≥    1 - ν α     0 ≤  α < 1,  ν ε Ν 
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………………………….το µέλλον θα είναι καλό αν φροντίσεις σωστά τα θέµατα του παρόντος  SLS… 
 


Δηλαδή    a  = 











<−


=


>


0,


0,0


0,


αα


α


αα


    


Γιά κάθε πραγµατικό αριθµό α, α ≥0 


    καί a > 0  όταν α≠ 0. 


Γιά κάθε πραγµατικό αριθµό α, α = α−  


Γιά κάθε πραγµατικό αριθµό α,  


α ≥  α  καί  α ≥  -α. 


Γιά κάθε πραγµατικό αριθµό α ισχύει: 


 - α ≤  α ≤  α  


α = 0  ⇔   α = 0 


α 2= α² 


Δύο πραγµατικοί αριθµοί έχουν ίσες 
απόλυτες τιµές,  
αν καί µόνο αν είναι ίσοι ή αντίθετοι. 


    α = β ⇔  α = β   ή   α = -β 


 


x  = α  











>−==


=


<


0


00


0


ααν,αxηαx


ααν,


ααν,αδυνατη


  


Αν  θ > 0  τότε  x < θ   ⇔   -θ < χ < θ 


Αν  θ < 0  τότε είναι αδύνατη 
Αν θ > 0  τότε x > θ⇔  χ > θ  ή  χ < -θ 


 


βα  = α β    
β


α


β


α
= ,  β≠ 0 


 v21v21 ................ αααααα =  


βα − ≤ βα + ≤ α + β  


 βα + = α + β   ⇔   α β ≥  0 


βα − ≤ βα − ≤ α + β


0 = 0 


Το σύµβολο   α    έχει νόηµα πραγµατικού  


αριθµού µόνο όταν α  ≥  0 


∀  α  ≥  0   είναι    α  ≥  0 
2α   =   α ,   ενώ   ( ) aα =


2
 


α   β    =    βα  


β


α
   =   


β


α
  


Ισχύει η ισοδυναµία  χ² = α  ⇔    χ = α     


χ, α≥0  


Για να είναι η α   ρητός αριθµός πρέπει 


και αρκεί ο αριθµός α  να είναι τετράγωνο 
ρητού αριθµού. 


Ο αριθµός  α
2
   ορίζεται για κάθε  α²  


γιατί α²  ≥  0. 


Γενικά είναι      α   +   β    βα +≠  


Ισχύουν:   α  =   β     ⇔     α = β 


α  >  β    ⇔   α > β    µε  α,β ≥  0. 


               βα = βα 2  


Ισχύει    χν= α ⇔   χ = v α         


χ,α ε R+  , ν ε Ν
* 


 


Στό σύµβολο v α  το  α λέγεται υπόριζο, καί 


έχει  
νόηµα πραγµατικού αριθµού µόνο όταν α≥0. 


Αν  α ≥  0  τότε  v α ≥  0. 
v 0 = 0 


Αν α ≥  0  τότε  ( v α ) = α  καί   v vα = α 


Γενικά    v vα = α              


αν (ν) άρτιος     v vα =  α                  


αν (ν) περιττός µε  α ≥0. 
 
v αβ = v α  v β     µε α,β≥0 


v


v


v


β


α


β


α
=  µε  α ≥  0 , β > 0 


v kα = ( )kv α      µε  α ≥0 , κ ε Ν 


v vβα  = α v βα        µε  α,β ≥  0 


vkk v αα =          µε  α ≥  0 


vvk k λλ αα = µε  α≥0 


α < β ⇔ v α < v β µε  α,β ≥  0 


v
k321


v
k


v
3


v
2


v
1 ........... αααααααα =  


Ισχύει    ν
µ


ν
µ


µα aav ==  , α>0       
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Γιατί 2)2(])2[()8(])8[()8()8()8()2(22 3


3


3


1


36


2


6


1


26


1


23


1


2


2


3


1


3


1


33


3


−=−=−=−=−======
(αν) αριθµητική πρόοδος  ⇔   αν+1=αν  +  ω 
   αν = α1 + (ν - 1) ω  γιά κάθε ν ε Ν∗ . 
α,β,γ  διαδ όροι αριθµ πρ ⇔2 β = α + γ 


     Sν=
1


2
(α1+αν)ν = [2α1+(ν-1)ω]


2


ν
 


(αν) γεωµετρική πρόοδος⇔αν+1=αν λ  ,λ≠ 0 
      αν = α1 λ


ν-1 
α,β,γ είναι διαδ όροι γεωµ.πρ ⇔  β² = α γ. 


        Sν = α1 
1


1


−


−


λ


λ
ν


  


2


1
321


)v(v
v...


+
=++++  


6


121
321 2222 )v)(v(v


v...
++


=++++  


2


3333


2


1
321 




 +


=++++
)v(v


v...  


βα


αβ
βα


11


2


2 +
≥≥


+
 


 


-1 ≤  ηµω≤1   ⇔     ηµω  ≤  1             -1 ≤συνω≤  1  ⇔     συνω ≤  1                                                 


ηµ²ω + συν²ω = 1        εφω =
συνω


ηµω
 συνω≠ 0    σφω =


ηµω


συνω
   ,ηµω≠ 0       εφω σφω = 1                  


εφω =
σφω


1
               σφω = 


εφω


1
             συν²ω =  


ωεφ 21


1


+
      ηµ²ω =


ωεφ


ωεφ
2


2


1 +
 


ηµχ = ηµθ    ⇔    χ=2κπ+θ  ή  χ=2κπ+π-θ ,  κεΖ 
συνχ= συνθ  ⇔    χ=2κπ+θ  ή  χ=2κπ-θ   ,  κεΖ 
εφχ = εφθ    ⇔   χ=κπ+θ   ,  κεΖ 
σφχ = σφθ   ⇔    χ=κπ+θ   ,  κεΖ 


ηµχ = -1 ⇔  χ = 2κπ +
2


3π
        ηµχ = 0  ⇔  χ = κπ             ηµχ = 1   ⇔χ = 2κπ +


2


π
        


 συνχ = -1 ⇔  χ = 2κπ + π       συνχ = 0  ⇔  χ = κπ +
2


π
        συνχ = 1  ⇔  χ = 2κπ  


ηµχ = συν(
2


π
 - χ)        συνχ = ηµ(


2


π
 - χ)    εφχ = σφ(


2


π
 - χ)          σφχ = εφ(


2


π
 - χ) 


-ηµχ = ηµ(-χ)           -εφχ = εφ(-χ)       -σφχ = σφ(-χ)             -συνχ = συν(π-χ) 
 
ηµ(-ω) = -ηµω           συν(-ω)=  συνω      εφ(-ω) = -εφω             σφ(-ω) = -σφω           
 ηµ(18Ο-ω) =  ηµω    συν(180-ω)= -συνω   εφ(18Ο-ω) = -εφω       σφ(18Ο-ω) = -σφω 


συν(α+β)=συνα συνβ - ηµα ηµβ        συν(α-β)=συνα συνβ + ηµα ηµβ 
ηµ(α+β)=ηµα συνβ +ηµβ συνα         ηµ(α-β)=ηµα συνβ -ηµβ συνα 


εφ(α+β)=
εφβεφα


εφβεφα


−


+


1
                        εφ(α-β)=


εφβεφα


εφβεφα


+


−


1
 


σφ(α+β)=
σφβσφα


σφβσφα


+


− 1
                      σφ(α+β)=


σφασφβ


σφβσφα


−


+ 1
 


 
ηµ2α=2ηµα συνα                                        ηµ3α=3ηµα-4ηµ3α 
συν2α=συν2α-ηµ2α                                      συν3α=4συν3α-3συνα 
             =2συν2α-1 
             =1-2ηµ2α 
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                 συν2α=
2


21 ασυν+
                           ηµ2α=


2


21 ασυν−
 


 


B  A  Σ  Ι  Κ  Ο  Σ     Π  Ι  Ν  Α  Κ  Α  Σ 
Γωνία ω          Τριγωνοµετρικοί  αριθµοί 
µοίρες      rad         ηµω       συνω          εφω         σφω 
  0o         0            0          1              0            # 


  30o        
π
6
           


1


2
         


3


2
        


3


3
          3  


  45o        
π
4
          


2


2
        


2


2
         1             1 


  60o        
π
3
          


3


2
         


1


2
         3          


3


3
 


   90o       
π
2
          1            0           #           0 


 


εφ2α=
ασυν


ασυν


21


21


+
−


   σφ2α =
ασυν


ασυν


21


21


−
+


       εφ2α=
αεφ


εφα
2


1


2


−
   σφ2α=


σφα


ασφ


2


12 −
                                          


ηµ2α=
αεφ


εφα
2


1


2


+
               συν2α=


αεφ


αεφ
2


2


1


1


+


−
             εφ2α=


αεφ


εφα
21


2


−
 


ηµα=


2
1


2
2


2 αεφ


α
εφ


+
                συνα=


2
1


2
1


2


2


α
εφ


α
εφ


+


−
               εφα=


2
1


2
2


2 αεφ


α
εφ


−
 


2ηµα συνβ=ηµ(α+β)+ηµ(α-β) 
2συνα συνβ=συν(α+β)+συν(α-β) 
2ηµα ηµβ=συν(α-β)-συν(α+β) 


ηµΑ+ηµΒ=2 ηµ
2


ΒΑ +
 συν


2


ΒΑ −
         ηµΑ-ηµΒ=2 ηµ


2


ΒΑ −
 συν


2


ΒΑ +
 


συνΑ+συνΒ=2 συν
2


ΒΑ +
 συν


2


ΒΑ −
     συνΑ-συνΒ=2 ηµ


2


ΒΑ +
ηµ


2


ΑΒ −
 


Νόµος Ηµιτόνων 
Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ έχουµε   


R
Γηµ


γ


Βηµ


β


Αηµ


a
2===  


Σχόλιο:  Εχουµε  α=2R ηµΑ, β=2R ηµΒ,  γ=2R ηµΓ. 
Νόµος Συνηµιτόνων 
Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ έχουµε    
α2=β2+γ2-2βγσυνΑ 
β2=α2+γ2-2αγσυνΒ 
γ2=α2+β2-2αβσυνΓ 


Σχόλιο:  Εχουµε  συνΑ=
βγ


aγβ


2


222 −+
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Συµπεράσµατα για την  
εξίσωση  αχ2+βχ+γ=0 µε  α≠
0, α,β,γεR 


 
Aνάλυση 
τριωνύµου 


 
Πρόσηµο  
τριωνύµου 


Γραφική 
Παράσταση 
Συνάρτησης 
f(x)=αχ2+βχ+γ 


Εχει δύο άνισες  πραγµατικές 
ρίζες                                       
 


Δ > 0 
α2


Δβ
x 2,1


±−
=          


αναλύεται 
α(χ-χ1) 
(χ-χ2) 


a>0 
 


 
a<0 


 
 


α>0  


α<0  
 


Εχει ίσες ρίζες ή  
µια διπλή λύση 


Δ = 0       
α2
β


x0 −=                  


αναλύεται 
α(χ - χο)


2      
α>0 


 
 
α<0 


 
 


α>0  


α<0  
 


 
 
Δ<0  δεν έχει  
πραγµατικές ρίζες 


 
 
Δεν 
αναλύεται 


 


 


α>0 


 
 
α<0 


 
 


α>0  


α<0  
 


 


Η κορυφή της παραβολής  








 ∆
−−


α
β


4
,


2a
K      S=χ1+χ2= - 


β
a
       P=χ1χ2= 


γ
a


 


→


ΑΒ  + ΒΓ
→


= 
→


ΑΓ ,                
→


ΟΒ  - 
→


ΟΑ  = 
→


ΑΒ  


Μ(χΜ,ψΜ) µέσο του ΑΒ τότε      χΜ=
2


BA
xx +


 ,  ψΜ=
2


BA
yy +


 


G βαρύκεντρο ΑΒΓ τότε  χG=
3


ΓBA
xxx ++


 ,  ψG=
3


ΓBA
yyy ++
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→


ΑΒ =(χΒ -χΑ ,ψΒ-ψΑ)    d(Α,Β) =(ΑΒ)= ( ) ( )22


ABAB
yyxx −+−  


→
u //


→
v    (γραµµικώς εξαρτηµένα) ⇔   


22


11


yx


yx
=0  


→


α=(χ,ψ)  τότε   λ=εφφ= 
x


y
 


→


α
→


β = 
→


α
→


β συν(
→


α
∧ →


β )   =      χ1 χ2 +ψ1 ψ2   = 
→


α
→


β =
→


α προβ →
α


→


β  


συν(
→


α
∧ →


β )=
→→


→→


βα


βα
       ⇔    τότε είναι   συν(


→


α
∧ →


β )= 
2


2


2


2


2


1


2


1


2121


yxyx


yyxx


++


+
 


→


α ⊥  
→


β  ⇔  
→


α
→


β =0 


   ε // 
→
v ⇔ λε= εφω = λ ν =


τετµηµενη


τεταγµενη


a


β
=  , )β,α(v =


→
µε α≠ 0  λε= 


xx


yy


ΒΑ


ΒΑ


−


−
=  εφω 


   ε//η  ⇔   λε = λη. αν           ε⊥ η  ⇔   λε  λη = -1. 
 
Η ευθεία που περνά από το Α(xA,yA) και έχει σ.δ λ έχει εξίσωση ε: ψ-ψΑ =λ(χ-χΑ) 
 
Αν ε//ψψ΄τότε η ευθεία που διέρχεται από το Α(xΑ,yΑ) παράλληλη στόν  ψψ΄ είναι x=xΑ.  
 
Αν ε//χχ΄τότε η ευθεία που διέρχεται από το Α(xΑ,yΑ) παράλληλη στόν  χχ΄ είναι  y= yΑ. 
 
Η εξίσωση του άξονα χχ΄  είναι  y = 0. 
 
Η εξίσωση του άξονα ψψ΄  είναι  x = 0. 
 
Η ευθεία που διέρχεται από το Β(0,β) καί έχει συντελεστή διευθύνσεως λ είναι y =λx+β. 
 
Η εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από την αρχή των αξόνων και έχει συντελεστή  διευθύνσεως λ 
είναι     y = λ x. 
 
Κάθε εξίσωση της µορφής  Α x + Β y + Γ = 0 , στην οποία ένας τουλάχιστον από  τούς  
συντελεστές Α καί Β δεν είναι µηδέν, παριστάνει ευθεία. Και αντιστρόφως κάθε ευθεία του επιπέδου 


έχει εξίσωση την παραπάνω µορφή. Αν  Β ≠  0, ο συντελεστής διευθύνσεως είναι λ =  - 
Β


Α
. 


Η απόσταση του Ρ(χ1,ψ1) από την ε:Αχ+Βψ+Γ=0 είναι d(Ρ,ε) = 
22


11


ΒΑ


ΓyΒxΑ


+


++
. 


Το εµβαδό τριγώνου ΑΒΓ είναι   (ΑΒΓ)=
AΓAΓ


ABAB


yyxx


yyxx


−−


−−


2


1
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Εξίσωση κύκλου µε κέντρο Κ(χο, ψο ) καί ακτίνα ρ είναι  (χ - χο)²+(ψ - ψο)² = ρ²                                                                                   
 
Αν το κέντρο του κύκλου είναι η αρχή Ο(0,0) των αξόνων τότε η εξίσωση του είναι:  χ² + ψ² = ρ² 
 
Η  χ² + ψ² + Α χ + Β ψ + Γ = 0   είναι εξίσωση κύκλου αν και µόνο αν Α²+Β²-4 Γ>0. 
 
Η εξίσωση της παραβολής µε κορυφή Ο την αρχή ενός ορθοκανονικού 
συστήµατος και διευθετούσα  δ παράλληλη στόν ψ'ψ είναι:    ψ² = 2 ρ χ 
 
Κάθε εξίσωση της µορφής  ψ = αχ²+βχ+γ  ,  α≠ 0   παριστάνει παραβολή η 


οποία έχει κορυφή    Ο΄(-
α


β


2
,-


α


∆


4
) και άξονα 


συµµετρίας παράλληλο προς τον ψ'ψ. 
 
Η εξίσωση της παραβολής µε κορυφή Ο την αρχή ενός ορθοκανονικού συστήµατος 
και διευθετούσα δ παράλληλη στον x’x  είναι:    χ²=2ρψ      
 


Η  εξίσωση  της  έλλειψης πού η κορυφή της βρίσκεται στή αρχή ενός 
συστήµατος συντεταγµένων και οι εστίες της στον άξονα  χ'χ µε 


εστιακή απόσταση 2γ και σταθερό άθροισµα 2α είναι:     
2


2


α


χ
+


2


2


β


ψ
=1   


όπου  β² = α² - γ² 
 
Η  εξίσωση  της  έλλειψης πού η κορυφή της βρίσκεται στη αρχή ενός 
συστήµατος συντεταγµένων και οι εστίες της στον άξονα  y’yχ  µε εστιακή 


απόσταση 2γ και σταθερό άθροισµα 2α είναι:      
2


2


β


χ
+


2


2


α


ψ
=1   όπου  


β² = α² - γ² 
 


 
Η υπερβολή µε αρχή Ο την αρχή ενός συστήµατος αναφοράς,  τις 
εστίες της πάνω στον  άξονα  χ'χ, µε εστιακή απόσταση 2γ και 
σταθερή διαφορά 2α, έχει εξίσωση:   


2


2


α


χ
-


2


2


β


ψ
=1     όπου  β² = γ² - α² 


   
Η υπερβολή µε αρχή Ο την αρχή ενός συστήµατος αναφοράς,  τις εστίες 
της πάνω στον  άξονα  y’y , µε εστιακή απόσταση 2γ καί σταθερή 
διαφορά 2α, έχει εξίσωση:   


2


2


α


ψ
-


2


2


β


χ
=1     όπου  β² = γ² - α². 


 
 


2
:


p
yδ −=
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Η Θεωρία της κατεύθυνσης 


Τι πρέπει να γνωρίζει ο µαθητής από το  Κεφάλαιο Συναρτήσεις 
1. Επανάληψη στο R. 


2. ταυτότητες  


3. εξισώσεις 


4. ανισώσεις  


5. απόλυτα  


6. ρίζες 


7. τριώνυµο 


8. τριγωνοµετρία 


9. πολυώνυµα 


10. αριθµητική – γεωµετρική πρόοδος 


11. εκθετική συνάρτηση 


12. λογάριθµοι 


13. λογαριθµική συνάρτηση 


14. ορισµός συνάρτησης 


15. βασικές έννοιες ορισµών 


16. εύρεση πεδίου ορισµού 


17. Σχέση σηµείων και γραφικής παράστασης συνάρτησης 


18. Η γραφική παράσταση συνάρτηση που τέµνει τους άξονες , κοινά σηµεία 


καµπυλών και πότε µια υπεράνω της άλλης. 


19. Αρτιες, περιττές συναρτήσεις και γεωµετρική ερµηνεία γεωµετρικής παράστασης 


20. Ισότητα συναρτήσεων 


21. πράξεις µε συναρτήσεις 


22. γνησίως µονότονες συναρτήσεις 


23. ακρότατα συνάρτησης 


24. Σύνολο τιµών και εύρεση µε την βοήθεια της µονοτονίας 


25. σύνθεση συναρτήσεων 


26. συναρτησιακές σχέσεις 


27. συνάρτηση «1-1» 


28. αντίστροφη συνάρτηση 


 


Τι πρέπει να γνωρίζει ο µαθητής από το  Κεφάλαιο Ορίων 
1. Η έννοια του ορίου µε προσέγγιση την γραφική παράσταση 


2. ορισµός του ορίου στο  χ0 εR 


3. υπολογισµός ορίου στο  χ0 εR της µορφής  
0


0
 


πολυωνυµικής µορφής, ριζικά 2
α
  τάξης , ριζικά ανώτερης τάξης,  


ριζικά µε απόλυτα 
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4. όριο στο  χ0 εR που τείνει στο άπειρο  








 α
0


 


5. εύρεση παραµέτρων για την ύπαρξη των ορίων 


6. εύρεση ορίων θεωρητικών παραστάσεων 


7. ιδιότητες των ορίων 


8. όριο και διάταξη 


9. το κριτήριο παρεµβολής 


10. τριγωνοµετρικά όρια µε 1
x


x
lim


0x


=
ηµ


→


, 1
x


x
lim


0x


=
εφ


→


 


11. τριγωνοµετρικά όρια µηδενική επί φραγµένη 


12. όριο στο  ∞±  


13. υπολογισµός ορίου στο  ∞±   


πολυωνυµικής µορφής, ριζικά 2
α
  τάξης , ριζικά ανώτερης τάξης,  


ριζικά µε απόλυτα 


14. εύρεση παραµέτρων για την ύπαρξη των ορίων 


15. Συνέχεια συνάρτησης 


16. Θ. Bolzano- Θ. Ενδιάµεσης τιµής-  


Σύνολο τιµών συνεχούς και µονότονης συνάρτησης  


 


Τι πρέπει να γνωρίζει ο µαθητής από το  Κεφάλαιο Παραγώγων 
1. Η έννοια της παραγώγου µε όλους τους δυνατούς συµβολισµούς 


2. Παράγωγος και συνέχεια και εύρεση παραµέτρων σε αντίστοιχες ασκήσεις 


3. Υπολογισµός διαφόρων ορίων που χρειάζονται κάποιο τύπο παραγώγου 


4. Κανόνες παραγώγισης και υπολογισµός παράγωγος τυχαίας συνάρτησης 


5. Εξίσωση εφαπτοµένης 


6. Ευρεση εφαπτόµενης που ικανοποιεί µια ιδιότητα  


7. Ευρεση κοινής εφαπτόµενης στο ίδιο σηµείο ή σε διαφορετικό δύο συναρτήσεων 


και υπολογισµός παραµέτρων 


8. Γεωµετρική ερµηνεία παραγώγου 


9. Παράγωγος σύνθετης συνάρτησης 


10. Κανόνας αλυσίδας και παράγωγος ανωτέρας τάξης 


11. Ρυθµός µεταβολής 


12. Θ. Fermat γεωµετρική του ερµηνεία και εφαρµογή του σε θεωρητικά θέµατα 


13. Θ.Rolle γεωµετρική του ερµηνεία και εφαρµογή του σε θεωρητικά θέµατα 


14. Ευρεση κατάλληλης συνάρτησης για εφαρµογή του Θ.Rolle στην ύπαρξη ρίζας σε 


εξίσωση 


15. Να δείχνει ότι µια εξίσωση έχει: 


το πολύ κ-ρίζες, τουλάχιστον κ-ρίζες, ακριβώς κ-ρίζες. 


16. Θ. Μέσης Τιµής του διαφορικού λογισµού γεωµετρική του ερµηνεία και εφαρµογή 


του σε θεωρητικά θέµατα 


17. Να δείχνει ανισότητες µε την βοήθεια του Θ.Μ.Τ.∆.Λ. 


18. Συνέπειες Θ.Μ.Τ – Σταθερή συνάρτηση 


19. Εύρεση συνάρτησης και ποιος ο τύπος της όταν ικανοποιείται µια σχέση 
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20. Μονοτονία συνάρτησης και εύρεση παραµέτρων ώστε η συνάρτηση να είναι 


γνησίως µονότονη 


21. Τοπικά ακρότατα και πότε η συνάρτηση δεν παρουσιάζει τοπικά ακρότατα. 


22. Εύρεση παραµέτρων ώστε η συνάρτηση να παρουσιάζει τοπικά ακρότατα σε 


δοσµένα σηµεία. 


23. Εξισώσεις που λύνονται µε την µονοτονία και µοναδικότητα ρίζας . 


24. Να αποδεικνύει ανισώσεις µε την βοήθεια της µονοτονίας 


25. Εύρεση συνόλου τιµών 


26. Εύρεση πλήθους ριζών εξίσωσης 


27. Προβλήµατα που αφορούν µέγιστα και ελάχιστα.  


28. Κυρτή και κοίλη συνάρτηση και σηµεία καµπής 


29. Εύρεση παραµέτρων ώστε η συνάρτηση να παρουσιάζει σηµεία καµπής σε 


δοσµένα σηµεία. 


30. Οι κανόνες του de L’ Hospital 


31. Aσύµπτωτες 
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1. Τι ονοµάζουµε πραγµατική συνάρτηση 


Έστω Α ένα 


υποσύνολο του R. 


Ονοµάζουµε 


πραγµατική 
συνάρτηση µε 


πεδίο ορισµού το 
Α µια διαδικασία 


(κανόνα) f , µε την 


οποία κάθε στοιχείο xε A αντιστοιχίζεται σε 


ένα µόνο πραγµατικό αριθµό y. Το y 


ονοµάζεται τιµή της f στο x και 


συµβολίζεται µε f (x) . 


 


Παρατήρηση 


Η συνάρτησης f: Α→Β και xεΒ, y=f(x)εΒ 


Το x λέγεται ανεξάρτητη µεταβλητή ενώ το y λέγεται 


εξαρτηµένη µεταβλητή, τιµή της f στο x, εικόνα του x. 


 


2.  Τι ονοµάζουµε Σύνολο τιµών  


Σύνολο τιµών της συνάρτησης f: Α→Β λέγεται το σύνολο 


εκείνων των στοιχείων του Β που είναι τιµές της συνάρτησης. 


Το σύνολο αυτό το συµβολίζουµε µε f(Α). 


∆ηλαδή: f(Α)={ψεΒ : /χεΑ µε ψ=f(χ) }. 


3. Τι ονοµάζουµε πεδίο ορισµού  
Πεδίο ορισµού θα παίρνουµε το « ευρύτερο υποσύνολο του R µε την ιδιότητα για κάθε χεΑ 


µπορεί να οριστεί ο πραγµατικός αριθµός f(χ)»       ∆ηλαδή  Α={χεR : f(χ)εR }. 


 


4.Πώς ορίζεται η Γραφική παράσταση συνάρτησης 
Εστω η συνάρτηση f:Α→Β µε πεδίο ορισµού το σύνολο Α. Κάθε xεΑ µε την εικόνα του 


y=f(x) δηµιουργεί ένα ζεύγος τιµών το (x,y) που είναι οι συντεταγµένες ενός σηµείου M(x,y) 


στο καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων. Το σύνολο (Cf) των σηµείων που θα δηµιουργηθεί 


πάνω στο επίπεδο Οχψ το λέµε γραφική παράσταση της συνάρτησης f. 


 


Παρατηρήσεις  
1. Εστω (Cf) η γραφικής παράστασης   της συνάρτησης f:Α→Β. 


Η εξίσωση της µορφής ψ=f(χ) λέγεται εξίσωση της γραφικής παράστασης (Cf) της 


συνάρτησης f. 
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Ένα σηµείο Μ(α,β) ανήκει στη Cf  αν και µόνο αν οι συντεταγµένες του σηµείου 


ικανοποιούν την εξίσωση της συνάρτησης f, δηλαδή:     Μ(α,β)ε Cf ⇔β=f(α) 


2. Η γραφικής παράστασης   της συνάρτησης f κόβεται από ευθεία 


παράλληλη προς τον  άξονα ψ΄ψ το πολύ σε ένα σηµείο, και αυτό 


γιατί σε κάθε χ του Α αντιστοιχίζεται ένας πραγµατικός αριθµός f(χ). 


∆ηλαδή δεν υπάρχουν σηµεία της γραφικής παράστασης της 


συνάρτησης f που να έχουν ίδια τετµηµένη. 


3. Αν µια γραµµή (C) κόβεται από ευθεία παράλληλη προς τον άξονα ψ΄ψ 


το λιγότερο σε  δύο σηµεία, τότε η (C) δεν είναι γραφική παράσταση 


συνάρτησης, γιατί γνωρίζουµε ότι σε µία συνάρτηση σε κάθε χ του πεδίου 


ορισµού αντιστοιχίζεται µόνο ένας πραγµατικός αριθµός f(χ), δηλαδή δεν 


υπάρχουν σηµεία της γ.π µε την ίδια τετµηµένη. 


4. Όταν δίνεται η γραφική παράσταση 
f


C  µιας συνάρτησης f, τότε: 


α) Το πεδίο ορισµού της f είναι το σύνολο Α των τετµηµένων των σηµείων της 
f


C . 


β) Το σύνολο τιµών της f είναι το σύνολο f(A)  των τεταγµένων των σηµείων της 
f


C . 


γ) Η τιµή της f στο 
0


x A∈  είναι η τεταγµένη του σηµείου τοµής της ευθείας 
0


x x=  και 


της 
f


C  


  
5. Η γραφική παράσταση της ψ=-f(χ) είναι συµµετρική της ψ=f(χ) 


ως προς τον χ΄χ.  


6. Η γραφική παράσταση της ψ=f(-χ) είναι συµµετρική της ψ=f(χ) 


ως προς τον y’y. 


7. Η γραφική παράσταση της ψ=-f(-χ) είναι συµµετρική της 


ψ=f(χ) ως προς την αρχή αξόνων. 


8. Η γραφική παράσταση της ψ=f(χ)+c, c>0 είναι ίδια µε την 


ψ=f(χ) µετατοπισµένη κατά c µονάδες πάνω. 


9. Η γραφική παράσταση της ψ=f(χ)-c, c>0 είναι ίδια µε την ψ=f(χ) µετατοπισµένη κατά c 


µονάδες κάτω. 


10. Η γραφική παράσταση της ψ=f(χ-c), c>0 είναι ίδια µε την ψ=f(χ) µετατοπισµένη κατά c 


µονάδες δεξιά. 


11. Η γραφική παράσταση της ψ=f(χ+c), c>0 είναι ίδια µε την ψ=f(χ) µετατοπισµένη κατά c 


µονάδες αριστερά. 


12.  Η γραφική παράσταση της )x(fy =  αποτελείται από τα 


τµήµατα της Cf   που βρίσκονται πάνω από τον x΄x και από 


τα συµµετρικά ως προς τον x΄x των τµηµάτων της Cf  που 


βρίσκονται κάτω από τον άξονα 


αυτόν. 


13. Η γραφική παράσταση της )( xfy =  
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αποτελείται από τα τµήµατα της Cf   που βρίσκονται σε 1
ο
  και 4


ο
 τεταρτηµόριο  και  από 


τα συµµετρικά αυτών ως προς τον y΄y .  


Οι συναρτήσεις xyxy == ,  


14. Τα σηµεία που η γραφική παράσταση µιας συνάρτησης f που τέµνει τον χ΄χ οι 


τετµηµένες αυτών αποτελούν ρίζες της εξίσωσης f(χ)=0. ∆ηλαδή   f(κ)=f(λ)=f(µ)=0. 


15. Εστω οι συναρτήσεις f,g µε εξισώσεις ψ=f(x)(1), ψ=g(x)(2) και γραφικές παραστάσεις  Cf 


, Cg, αντίστοιχα. 


Για να βρούµε σε ποια σηµεία η Cf   τέµνει τον χχ΄ θέτουµε ψ=0 στην (1) και εξετάζουµε 


αν έχει λύση ως προς χ. 


16. Για να βρούµε σε ποια σηµεία η Cf   τέµνει τον ψψ΄ θέτουµε χ=0 στην (1) και εξετάζουµε 


αν έχει λύση ως προς ψ. 


17. Η λύση (οι ρίζες) της εξίσωσης f(χ)=0 µας δίνει τιµές του χ, δηλαδή τετµηµένες των 


σηµείων  που η γραφική παράσταση Cf τέµνει τον χχ΄. 


18. Οι συντεταγµένεςτων σηµείων τοµής των Cf , Cg, προκύπτουν από τη λύση του 


συστήµατος των εξισώσεών τους  





=


=


)x(gy


)x(fy
.Για να µην τέµνονται δύο γραφικές 


παραστάσεις πρέπει το σύστηµα των εξισώσεων τους να είναι αδύνατο. 


19. Το διάστηµα ή τα διαστήµατα των τετµηµένων των σηµείων που η Cf  βρίσκεται υπεράνω 


του χχ΄ προκύπτουν από τη λύση της ανίσωσης f(χ)>0. 


20. Το διάστηµα ή τα διαστήµατα των τετµηµένων των σηµείων που η Cf  βρίσκεται κάτω 


του χχ΄ προκύπτουν από τη λύση της ανίσωσης f(χ)<0. 


21. Το διάστηµα ή τα διαστήµατα των τετµηµένων των σηµείων που η Cf  βρίσκεται υπεράνω 


της Cg,  προκύπτουν από τη λύση της ανίσωσης f(χ)>g(x). 


22. Το διάστηµα ή τα διαστήµατα των τετµηµένων των σηµείων που η Cf  βρίσκεται κάτω 


της Cg,  προκύπτουν από τη λύση της ανίσωσης f(χ)<g(x). 


23. Μια εξίσωση f(χ)=0 έχει µία µόνο ρίζα, τότε αποδεικνύουµε πρώτα, ότι έχει µία 


τουλάχιστον (µε την βοήθεια του Θ.Bolzano για την f  ή βρίσκουµε την αρχική της f την 


F και εφαρµόζουµε Θ. Rolle για την F) και µετά τη µοναδικότητα (µε την βοήθεια της 


µονοτονίας ή µε άτοπο). 


24. Μια εξίσωση έχει το πολύ δύο ρίζες, τότε αποδεικνύουµε ότι δεν έχει περισσότερες από 


δύο (αυτό γίνεται συνήθως µε άτοπο). 


25. Μια εξίσωση έχει ακριβώς δύο ρίζες, τότε αποδεικνύουµε ότι έχει δύο ρίζες και µε την είς 


άτοπο απαγωγή, ότι δεν έχει περισσότερες. 


 


5. Πότε δύο συναρτήσεις f και g είναι ίσες. 
∆ύο συναρτήσεις f και g λέγονται ίσες όταν:  


• έχουν το ίδιο πεδίο ορισµού Α και 


• για κάθε x  ε A ισχύει f (x) = g(x) . 


Σχόλιο: Μπορεί δύο συναρτήσεις να µην έχουν τον ίδιο τύπο και 


να είναι ίσες. 


 


2007 - 2008O 


2012E - 2014O 


2016 
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 Πράξεις µε συναρτήσεις: 


Αν δύο συναρτήσεις f,g ορίζονται και οι δύο σε ένα συνολο Α τότε ορίζονται οι 


συναρτήσεις 


α. Το άθροισµα  S=f+g, µε S(χ)=f(χ)+g(χ), χεΑ  


β. Η διαφορά  D=f-g, µε D(χ)=f(χ)-g(χ), χεΑ  


γ. Το γινόµενο P=f g, µε P(χ)=f(χ)g(χ), χεΑ  


δ. Το πηλίκο  R=
g


f
, µε R(x)=


)x(g


)x(f
,  χεΑ και g(x)≠ 0 


Αν η f ορίζεται στο Α και η g στο Β τότε οι  f+g,f-g,fg ορίζονται στο BA ∩ (κοινό 


µέρος ), ενώ η 
g


f
 ορίζεται στο })x(g/x{BA 0=−∩  


 


Αρτιες - Περιττές συναρτήσεις 
Η συνάρτηση f:Α→Β λέγεται άρτια όταν για κάθε χεΑ ισχύουν : 


 -χεΑ και f(-χ)=f(χ). 


Παρατηρήσεις 
 Το πεδίο ορισµού µιάς άρτιας συνάρτησης είναι διάστηµα ή διαστήµατα συµµετρικά ως 


προς το µηδέν. 


 Κάθε άρτια συνάρτηση έχει γραφική παράσταση µε άξονα συµµετρίας τον ψ΄ψ. 


 


 


Η συνάρτηση f:Α→Β λέγεται περιττή όταν για κάθε χεΑ ισχύουν :  


-χεΑ και   f(-χ)=-f(χ). 


 


Παρατηρήσεις 


 Το πεδίο ορισµού µιάς περιττής συνάρτησης είναι διάστηµα ή διαστήµατα συµµετρικά ως 


προς το µηδέν. 


 Κάθε περιττή συνάρτηση έχει γραφική παράσταση µε κέντρο συµµετρίας την αρχή των 


αξόνων. 


 Αν f:Α→Β είναι περιττή συνάρτηση και 0εΑ τότε 


f(0)=-f(0) ⇔  2f(0)=0 ⇔  f(0)=0 


που σηµαίνει ότι η γραφική παράσταση της f περνά από το σηµείο Ο(0,0). 


 


 


 


 


6. Τι ονοµάζουµε σύνθεση της f µε την g. 
Έστω οι συναρτήσεις  f:A  →  R , g:Β  →  R.  


Θεωρούµε το σύνολο Α΄={ χεΑ: f(χ)εΒ } και έστω Α΄


∅≠ . 







………στη γνώση                              σελ. 15 
 


………………………….το µέλλον θα είναι καλό αν φροντίσεις σωστά τα θέµατα του παρόντος  SLS… 
 


Στο χ του Α΄ αντιστοιχίζεται µε την f ο αριθµός f(χ)εΒ, στο στοιχείο f(x) του B 


αντιστοιχίζεται µε την g ο αριθµός g(f(x)) τότε η συνάρτηση µε την οποία σε κάθε χεΑ’ 


αντιστοιχίζεται ο αριθµός g(f(x)) λέγεται συνθεση της f µε την g και συµβολίζεται gοf.      


∆ηλαδή για κάθε  χεΑ’  µε  (gοf)(x)=g(f(x)).  


 


Σχόλια 


Η σύνθεση των συναρτήσεων δεν είναι πάντα ορισµένη και : 


∆εν είναι αντιµεταθετική gοf≠ fοg(Υπάρχουν περιπτώσεις που ισχύει f(x)=x, g(x)=x. 


Eιναι προσεταιριστική  fο(gοh)=(fοg)οh. 


 


7. Πότε µια συνάρτηση λέγεται“γνησίως αύξουσα συνάρτηση” και πότε “γνησίως 


φθίνουσα συνάρτηση” . 
Εστω η συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού το Α και ∆ ένα διάστηµα του Α. Θα λέµε ότι: 


Η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα ∆ και θα συµβολίζουµε  


όταν για κάθε χ1,χ2 ε∆ ισχύει :  χ1<χ2 ⇒ f(χ1)<f(χ2). 


Η συνάρτηση f είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα ∆ και θα συµβολίζουµε  


όταν για κάθε χ1,χ2 ε∆ ισχύει :  χ1<χ2 ⇒ f(χ1)>f(χ2). 


Η συνάρτηση f είναι αύξουσα στο διάστηµα ∆ και θα συµβολίζουµε ↑  


όταν για κάθε χ1,χ2 ε∆ ισχύει :  χ1<χ2 ⇔ f(χ1) ≤ f(χ2). 


Η συνάρτηση f είναι φθίνουσα στο διάστηµα ∆ και θα συµβολίζουµε ↓  


όταν για κάθε χ1,χ2 ε∆ ισχύει :  χ1<χ2 ⇔ f(χ1) ≥ f(χ2). 


Με απόδειξη ισχύουν και τα αντίστροφα των παραπάνω. 


 


1 244 344
  ∆


  Ο


  (a)


  x2  x1   x


  y


  f (x2)


  f (x1)


                       
1 244 344


  ∆


  Ο   x2  x1


  f (x1)


  f (x2)


  x


 25  y


  (β)  
Σχόλια 


Αλλάζουµε την φορά µιας ανίσωσης όταν: 


• Πολλαπλασιάζουµε τα µέλη της µε αρνητικό αριθµό. 


• Όταν αντιστρέφουµε τους όρους µιας ανίσωσης που αποτελείται από οµόσηµα 


µέρη. 


• Όταν υψώνουµε σε άρτια δύναµη όρους αρνητικούς 


µιας ανίσωσης. 


Μια συνάρτηση µπορεί να έχει το ίδιο είδος µονοτονίας 


σε δύο διαστήµατα όχι όµως και στη ένωση των 


διαστηµάτων. 


• 


 


 f (x2) 


 f (x1) 


 x2  x1  O  x 


 
y


x
=


1


 


 y 


 


2007O  
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Παρατηρούµε ότι η 
x


y
1


=  είναι γνησίως φθίνουσα κατά διαστήµατα και όχι στην ένωση των 


διαστηµάτων. 


8. Τι ονοµάζουµε “µέγιστο”, “ελάχιστο”, συνάρτησης 
Εστω µία συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού το Α και  χ0εΑ, θα λέµε ότι: 


Η συνάρτηση f παρουσιάζει ελάχιστο στο χ0  όταν για κάθε χεΑ είναι f(χ) ≥  f(χ0). 


Η τιµή f(χ0) λέγεται ελάχιστο της συνάρτησης f. 


Η συνάρτηση f παρουσιάζει µέγιστο στο χ0  όταν για κάθε χεΑ είναι f(χ) ≤  f(χ0). 


Η τιµή f(χ0) λέγεται µέγιστο της συνάρτησης f. 


 (a)
 C f


 f (x0)


 f (x)


 O


 x


 y


 x0 x


             (β)


 C f


 f (x0)


 f (x)


 O


 x


 y


 x0  x


 27


 
 


9. Πότε µια συνάρτηση λέγεται 1-1 
Μία συνάρτηση f:Α →R λέγεται ''1-1,, (ένα πρός ένα) όταν γιά κάθε χ1 , χ2 ε Α   


µε χ1 ≠ χ2  είναι f(χ1)≠ f(χ2 )   ή ισοδύναµα αν είναι f(χ1) = f(χ2) τότε χ1 = χ2  . 


 


 Σχόλια 


Αν η συνάρτηση  f:A→R είναι 1-1 τότε  για  στοιχείο  y του συνόλου τιµών της f υπάρχει  


µόνο ένα x ε Α µε y=f(x). 
Αυτό σηµαίνει  ότι  δεν υπάρχουν σηµεία της γραφικής παράστασης µε την ίδια  τεταγµένη 


και εποµένως κάθε οριζόντια ευθεία  τέµνει  την γραφική παράσταση µιας συνάρτησης 1-1 


το πολύ σ'ένα σηµείο.  


Για κάθε στοιχείο y του συνόλου τιµών της η εξίσωση yxf =)(  έχει ακριβώς µια λύση 


ως προς x. 


 


10. Κάθε γνησίως µονότονη συνάρτηση είναι συνάρτηση ΄1-1΄  


Το αντίστροφο του θεωρήµατος δεν ισχύει δηλαδή µπορεί η f να είναι 


‘1-1» χωρίς να είναι γνησίως µονότονη. 


 Η συνάρτηση η συνάρτηση 
x , x 0


g(x) 1
, x 0


x


 ≤



= 
>


   


11.Πως ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση 
Έστω µια 1-1 συνάρτηση f:A  →  R µε σύνολο τιµών f(A). Τότε 


ορίζεται µια νέα συνάρτηση από το f(A) στο Α τέτοια ώστε, αν η f 


αντιστοιχίζει το x στο y, αυτή να αντιστοιχίζει το y στο x.Η συνάρτηση 


αυτή λέγεται αντίστροφη  της f και συµβολίζεται µε f 
-1


. 


Εποµένως ισχύει η ισοδυναµία:          y=f(x)   ⇔    x=f 
-1


 (y) 


 


 g 


 f 


 f(A)  A 


 y=f (x)  g(y)=x 


 


2004O  - 2010E 


2014 


2003O –2005E 


2012O – 2015E 


2018  
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Σχόλιο: Το πεδίο ορισµού της f
-1


 είναι το σύνολο τιµών της f, f(A) και σύνολο 


τιµών το πεδίο ορισµού Α της f . 


 


12. ∆είξτε ότι οι γραφικές παραστάσεις C  και C ′  των συναρτήσεων  f  και 1−f  


είναι συµµετρικές ως προς την ευθεία xy =  που διχοτοµεί τις γωνίες xOy  και yOx ′′ . 


Ας πάρουµε τώρα µια 11−  συνάρτηση  f  και ας θεωρήσουµε τις 


γραφικές παραστάσεις C και C ′  των  f  και της 1−f  στο ίδιο 


σύστηµα αξόνων .).  


Επειδή xyfyxf =⇔= − )()( 1 ,αν ένα σηµείο ),( βαM  ανήκει στη 


γραφική παράσταση C της  f , τότε το σηµείο ),( αβΜ ′  θα ανήκει 


στη γραφική παράσταση C ′  της 1−f  και αντιστρόφως. Τα 


σηµεία, όµως, αυτά είναι συµµετρικά ως προς την ευθεία που 


διχοτοµεί τις γωνίες xOy  και yOx ′′  yOx ′′ . Εποµένως:  


Οι γραφικές παραστάσεις C  και C ′  των συναρτήσεων  f  και 1−f  είναι συµµετρικές ως 


προς την ευθεία y=x που διχοτοµεί τις γωνίες xOy  και yOx ′′  


 


Παρατήρηση 


Οι αντίστροφες συναρτήσεις έχουν το ίδιο είδος µονοτονίας. 


Επίσης  (fof
-1


)(x)=f(f
-1


(x))=x,   xεf(A)     και  (f
-1


of)(x)=f
-1


 (f (x))=x,   xεA    


 


 


 


Προτάσεις µε απόδειξη για να χρησιµοποιηθούν  


• Οι συναρτήσεις f,f
-1


 αν υπάρχουν έχουν το ίδιο είδος µονοτονίας. 


Εστω f   στο Α τότε f «1-1» άρα υπάρχει η f
-1


 και ας υποθέσουµε ότι υπάρχουν 


y1,y2εf(A) µε y1<y2 και f
-1


(y1)>f
-1


(y2) ⇒  f(f
-1


(y1))>f(f
-1


(y2)) ⇒  y1> y2 , Ατοπο. 


άρα για κάθε y1,y2εf(A) µε y1<y2 και f
-1


(y1)<f
-1


(y2), άρα f
-1


 στο f(Α). 


Όµοια αν f γνησίως φθίνουσα. 


 


 


• Αν f τότε οι εξισώσεις f(x)=f
-1


(x) και f(x)=x είναι ισοδύναµες (έχουν τις ίδιες 


λύσεις), δηλαδή τα κοινά σηµεία των Cf,  Cf
-1


 βρίσκονται πάνω στην y=x. 
►Εστω ότι υπάρχει x1εΑ : f(x1)=f


-1
(x1) θα δείξω f(x1)= x1. 


Εστω ότι  f(x1)≠ x1. Τότε f(x1)> x1 ή  f(x1)< x1. 


Εστω f(x1)> x1, επειδή f  ⇒ f
-1


 τότε f
-1


 (f (x1))>f
-1


(x1) ⇒  x1> f
-1


(x1) ⇒  x1> f(x1), 


Ατοπο 


Οµοια αν f(x1)< x1 καταλήγουµε σε Ατοπο. Αρα f(x1)= x1. 
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►Εστω ότι υπάρχει x1εΑ : f(x1)= x1  θα δείξω f(x1)=f
-1


(x1)). 


Είναι f(x1)= x1  ⇒  f
-1


(f(x1))= f
-1


(x1) ⇒  x1= f
-1


(x1) ⇒  f(x1)=f
-1


(x1). 


 


• Αν f  στο ∆ τότε ισχύει η ισοδυναµία για κάθε x1,x2εA  x1<x2 ⇔  f(x1)<f (x2) 


►Εστω ότι x1<x2 ⇒  f(x1)<f (x2) γιατί η  f . 


►Είναι  η  f  και f(x1)<f (x2)  θα δείξω ότι  x1<x2 . 


Για τα x1,x2 µπορούν να ισχύουν: 


1
ο
   x1=x2  ⇒  f(x1)=f (x2), Ατοπο. 


2
ο
  x1>x2  ⇒  f(x1)>f (x2), Ατοπο. 


3
ο
  x1<x2   άρα ισχύει. 


 


 


Γωνία ευθείας µε τον χχ΄ 


Γωνία ω που σχηµατίζει µιά ευθεία (ε) µε τον χχ΄, η οποία τον τέµνει στό Α, λέµε 


την γωνία που διαγράφει η ηµιευθεία Αχ όταν στραφεί γύρω από το Α κατά την 


θετική φορά (κίνηση αντίθετη των δεικτών του ρολογιού) µέχρι να ταυτισθεί µε την 


ευθεία (ε). 


Αν η ευθεία είναι παράλληλη µε τον χχ΄ τότε 


θα θεωρούµε ως 


γωνία  ω = 0.                                                


                                                                                                     


            


            


Γραφική 


παράσταση της 


συνάρτησης  f(χ)=α χ + β 


Η γραφική παράσταση της συνάρτησης   


f(χ)=α χ + β είναι µία ευθεία µε εξίσωση 


ψ=αχ+β, η οποία τέµνει τον ψ΄ψ στο σηµείο (0,β) και 


σχηµατίζει γωνία ω µε τον χ΄χ τέτοια ώστε  α=εφω.   


Ο αριθµός α λέγεται συντελεστής διεύθυνσης της 


ευθείας (ε). 


Αν  α>0  τότε  0
ο
<ω< 90


ο
 


Αν  α<0 τότε   90
 ο
 <ω<180


ο
                                                 


Αν  α=0  τότε  ω=0
ο
.                                                                            


Η ευθεία  ψ=αχ 


Η ευθεία ψ=αχ διέρχεται από την αρχή  αξόνων και έχει συντελεστή διεύθυνσης α. 


Ειδικότερα 


Αν  α=1, τότε έχουµε ψ=χ και εκφράζει την διχοτόµο του 1
ου


 , 3
ου


 τεταρτηµορίου. 


Αν  α=-1, τότε έχουµε ψ=-χ και εκφράζει την διχοτόµο του 2
ου


 , 4
ου


 τεταρτηµορίου. 
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Συνθήκες παραλληλίας και καθετότητας 


Οι διακεκριµένες 


ευθείες  ε:ψ=α1χ+β1 και 


η:ψ=α2χ+β2 είναι 


παράλληλες αν καί µόνο αν 


οι συντελεστές διεύθυνσης 


αυτών είναι ίσες, δηλαδή    


 ε//η  ⇔   α1 = α2. 


 


Οι διακεκριµένες 


ευθείες  ε:ψ=α1χ+β1 και η:ψ=α2χ+β2 είναι κάθετες αν και µόνο αν  οι συντελεστές 


διεύθυνσης αυτών έχουν γινόµενο -1 , δηλαδή  ε⊥ η ⇔   α1 α2=-1. 


 
1. Προσέχουµε πάντα τα χ για τα οποία ορίζεται µία συνάρτηση ή µία συναρτησιακή σχέση. 


Αν δεν µας δίνονται πρέπει να τα βρίσκουµε. 


2. Η µονοτονία µιας συνάρτησης αναφέρεται σε κάποιο διάστηµα ή σύνολο. Αν γράψουµε ότι 


η συνάρτηση είναι γνησίως µονότονη, χωρίς να αναφέρουµε το σύνολο στο οποίο αυτό 


συµβαίνει, τότε θεωρούµε ότι η συνάρτηση είναι γνησίως µονότονη στο πεδίο ορισµού της. 


3. Για το πεδίο ορισµού της ))(()( xgfxh =  λαµβάνουµε υπόψιν ότι gDx ∈  ώστε fDxg ∈)( . 


4. Αν το σύνολο τιµών της )(xg  περιέχεται στο πεδίο ορισµού της )(xf  τότε το πεδίο ορισµού 


της ))(()( xgfxh =  συµπίπτει µε το πεδίο ορισµού της )(xg . 


5. Αν µας δίνεται ο τύπος  ....))(( =xgf  και γνωρίζουµε την )(xg  τότε κάνουµε 


αντικατάσταση… ...)( =⇔= xyxg  και βρίσκουµε τον τύπο της f  (: ....)( =yf ) 


6. Αν µας δίνεται ο τύπος ....))(( =xgf  και γνωρίζουµε την )(xf  τότε στην )(xf  βάζουµε όπου 


χ το )(xg  και εξισώνουµε τις δύο ισότητες ....))(( =xgf  οι οποίες προκύπτουν ….. κατόπιν 


βρίσκουµε εύκολα την )(xg . 


7. Αν οι gf ,  έχουν το ίδιο είδος µονοτονίας τότε η σύνθεση της g µε την f  , δηλαδή η fog , 


είναι γνησίως αύξουσα. (Απόδειξη εύκολη µε βάση τον ορισµό). 


8. Αν οι gf ,  έχουν διαφορετικό  είδος µονοτονίας τότε η σύνθεση της g µε την f  , δηλαδή η 


fog , είναι γνησίως φθίνουσα. (Απόδειξη εύκολη µε βάση τον ορισµό). 


9. Αν µια συνάρτηση είναι γνησίως µονότονη στο πεδίο ορισµού της τότε θα είναι και «1 – 


1»  οπότε θα ορίζεται η αντίστροφή της και επίσης : κάθε εξίσωση της µορφής kxf =)(   θα 


έχει το πολύ µια ρίζα στο πεδίο ορισµού της f . 







………στη γνώση                              σελ. 20 
 


………………………….το µέλλον θα είναι καλό αν φροντίσεις σωστά τα θέµατα του παρόντος  SLS… 
 


10. Αν µια συνάρτηση είναι γνησίως µονότονη σε ένα διάστηµα ∆ και σε κάποιο χο του ∆ 
µηδενίζει τότε στο σηµείο αυτό θα αλλάζει πρόσηµο.  
Βρίσκουµε το πρόσηµό της χρησιµοποιώντας τον ορισµό της µονοτονίας. 


11. Η αντίστροφη συνάρτηση 1−f  της συνάρτησης f  ορίζεται µόνο αν η f  είναι «1-1» και 


έχει πεδίο ορισµού το σύνολο τιµών της f .  Είναι γνησίως µονότονη, η 1−f ,  στο σύνολο 


τιµών της f  αν η f  είναι γνησίως µονότονη στο πεδίο ορισµού της και έχει το ίδιο είδος 


µονοτονίας. 


Για κάθε y που ανήκει στο σύνολο τιµών της f  υπάρχει µοναδικό x που ανήκει στο 


πεδίο ορισµού   της f  ώστε:   xyfyxf =⇔= − )()( 1  , εφόσον ορίζεται η 1−f . 


• xxff =− ))(( 1  Για κάθε x που ανήκει στο σύνολο τιµών της f , εφόσον ορίζεται η 1−f  


• xxff =− ))((1  Για κάθε x που ανήκει στο πεδίο ορισµού της f , εφόσον ορίζεται η 1−f  


Οι γραφικές παραστάσεις των 1, −ff , εφόσον ορίζεται η 1−f , είναι συµµετρικές ως 


προς την διχοτόµο 1
ου


 και 3
ου


 τεταρτηµορίου δηλαδή την ευθεία ψ=χ. 


Το (χο , ψο) ανήκει στην γραφική παράσταση της f  ⇔  f (χο)=ψο και εφόσον η f  


αντιστρέψιµη , 1−⇔ f (ψο)=χο ⇔  το (ψο , χο) ανήκει στην γραφική παράσταση της 1−f .  


Βέβαια απαιτείται και χο στοιχείο του πεδίου ορισµού της f . 


Αν η γραφική παράσταση της f  τέµνει την ψ=χ σε ένα σηµείο τότε και η γραφική 


παράσταση της 1−f  θα τέµνει την ψ=χ στο ίδιο σηµείο. 


Οι γραφικές παραστάσεις των 1, −ff  θα τέµνονται µόνο πάνω στην ψ=χ αν η f  είναι 


γνησίως αύξουσα  κάτι που δεν ισχύει αν η f  δεν είναι γνησίως αύξουσα. 


12. Αν ένας αριθµός κ ανήκει στο σύνολο τιµών µιας συνάρτησης  f  τότε η εξίσωση 


kxf =)(  θα έχει ρίζα στο πεδίο ορισµού της f , υπάρχει χο στο πεδίο ορισµού της f  


ώστε: kxf o =)(  


13. Από την ισότητα )()( βα ff =  µπορούµε να συµπεράνουµε α = β , εφόσον γνωρίζουµε ότι η 


συνάρτηση f  είναι «1-1» ή γνησίως µονότονη στο σύνολο όπου υπάρχουν τα α, β. 


14.  Όταν µια συνάρτηση δεν είναι «1-1» τότε υπάρχουν α, β στο πεδίο ορισµού της για τα 


οποία ισχύει   )()( βα ff =  ενώ α ≠  β. 


 


 


Βασικές γραφικές παραστάσεις 
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Απαντήστε αν είναι Σωστά ή Λάθος τα παρακάτω 


1. Αν οι συναρτήσεις f και g ορίζονται και οι δύο σε ένα σύνολο Α, τότε και η 


συνάρτηση S=f+g  ορίζεται στο ίδιο σύνολο. 


2. Αν οι συναρτήσεις f και g ορίζονται και οι δύο σε ένα σύνολο Α, τότε και η 


συνάρτηση S=
g


f
 ορίζεται πάντοτε ακριβώς στο ίδιο σύνολο. 


3. Για κάθε συνάρτηση f, µε βxα)x(f += , όπου R∈βα , , ισχύει ότι: 


 έχει σύνολο τιµών το R. 
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4. Για κάθε συνάρτηση f, µε βxα)x(f += , όπου R∈βα , , ισχύει ότι: 


έχει γραφική παράσταση µια ευθεία, η οποία τέµνει και τους δύο άξονες 


συντεταγµένων. 


5. Υπάρχει συνάρτηση f: RR → , ώστε η Cf να τέµνει τον άξονα y´y σε δύο διαφορετικά 


σηµεία. 


6. Υπάρχει συνάρτηση f: RR → , ώστε η Cf να τέµνει τον άξονα x´x σε “άπειρα” σηµεία. 


7. Ο κύκλος είναι γραφική παράσταση της συνάρτησης 22 xρ)x(f −= , όπου ρ>0. 


8. Η προβολή των σηµείων της Cf στον άξονα y΄y δίνει το σύνολο τιµών της συνάρτησης 


f. 


9. Aν η εξίσωση f(x)=0 είναι αδύνατη, τότε η Cf τέµνει τον άξονα x΄x τουλάχιστον σε 


ένα σηµείο. 


10. Η Cf, µιας συνάρτησης f, που είναι γνησίως αύξουσα στο R, τέµνει τον άξονα x´x το 


πολύ σε ένα σηµείο. 


11. Η γραφική παράσταση κάθε συνάρτησης f: RR →  τέµνει τον άξονα x'x  σε 


πεπερασµένο πλήθος σηµείων. 


12. Οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f και g, µε xe)x(f =  και xe)x(g −= , είναι 


συµµετρικές ως προς τον άξονα y'y . 


13. Αν η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισµού το διάστηµα ),( ∞+0 , τότε και η συνάρτηση g, 


µε 
)x(f


)x(g
1


= , έχει πεδίο ορισµού το ),( ∞+0 . 


14. Όλες οι ευθείες έχουν  συντελεστή διεύθυνσης. 


15.  Μια ευθεία κάθετη στον άξονα yy΄ έχει συντελεστή διεύθυνσης α=0. 


16.  ∆ύο ευθείες που έχουν ίσους συντελεστές διεύθυνσης είναι παράλληλες. 


17.  Η ευθεία y=2004 έχει συντελεστή διεύθυνσης α=2004. 


18. Η ευθεία y=λχ+κ περνά από την αρχή των αξόνων µόνο αν κ=0. 


19.  Η ευθεία y=λχ περνά από την αρχή των αξόνων µόνο αν το λ είναι διάφορο του 0. 


20.  Οι ευθείες y=12χ+2004 και y=12 δεν µπορούν να είναι παράλληλες. 


21.   ∆ύο ευθείες είναι παράλληλες µόνο αν έχουν ίσους συντελεστές διεύθυνσης. 


22. Για την ευθεία y=αχ+β, αν α>0, τότε 0<ω<45
0
. 


23.  Η ευθεία y=αχ+β, όταν είναι ω=0 ισούται µε y=β. 


24.  Η ευθεία y=-χ διχοτοµεί τη γωνία του 1
ου


 τεταρτηµορίου. 


25. Η γραφική παράσταση µιας συνάρτησης f µπορεί να περνά από τα σηµεία (1,3) και 


(1,2). 


26.  Αν οι συναρτήσεις f και g τέµνονται στο σηµείο µε συντεταγµένες  (κ,λ), τότε ισχύει 


f(κ)=g(κ)=λ. 


27. Μια συνάρτηση γνησίως µονότονη είναι πάντα γνησίως αύξουσα. 


28. Μια συνάρτηση f λέγεται γνησίως αύξουσα σε ένα διάστηµα ∆ του πεδίου ορισµού 


της όταν για οποιαδήποτε χ1 ,χ2ε∆ µε χ1>χ2 ισχύει  f(χ1)<f(χ2). 


29. Μια συνάρτηση f λέγεται γνησίως φθίνουσα σε ένα διάστηµα ∆ του πεδίου ορισµού 


της όταν για οποιαδήποτε χ1 ,χ2ε∆ µε χ1>χ2 ισχύει  f(χ1)<f(χ2). 


30. Για κάθε συνάρτηση f, µε βxα)x(f += , όπου Rβ,α ∈ , ισχύει ότι: αν 0≠α , είναι 


γνησίως µονότονη στο R. 
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31. Αν η f είναι γνησίως αύξουσα, τότε η –f είναι γνησίως φθίνουσα. 


32. Αν η f είναι γνησίως φθίνουσα, τότε η f
2
 είναι γνησίως αύξουσα. 


33. H συνάρτηση 
x


)x(f
2


=  είναι γνησίως φθίνουσα στο πεδίο ορισµού της. 


34. Οι συναρτήσεις f,g είναι γνησίως αύξουσα και γνησίως φθίνουσα στο R αντίστοιχα 


τότε η fog είναι γνησίως αύξουσα. 


35. Η 
)x(f


)x(g
1


=  µε f(x)<0 είναι γνησίως αύξουσα αν η f είναι γνησίως φθίνουσα 


36. Ισχύει ότι: ( ) x)x(ff =−1o , για κάθε x στο σύνολο τιµών της f. 


37. Αν οι συναρτήσεις f,g RR →  είναι «1-1» τότε και η fog είναι «1-1». 


38. Αν για την f ισχύει (fof)(x)=3x-2 στο R τοτε f(1)=0. 


39. Για κάθε συνάρτηση f, µε βxα)x(f += , όπου Rβ,α ∈ , ισχύει ότι: 


είναι αντιστρέψιµη. 


40. Αν η συνάρτηση f: R),( →∞+0  είναι ¨1-1¨, τότε η εξίσωση )e(f)e(f x 312


=−  έχει δύο 


λύσεις. 


41. Αν η συνάρτηση f: RR →  είναι ¨1-1¨, τότε το σχήµα των Cf και Cf-1 έχει άξονα 


συµµετρίας. 


42. Η συνάρτηση f: RR →  είναι ¨1-1¨, όταν κάθε οριζόντια ευθεία τέµνει τη Cf σε ένα 


ακριβώς σηµείο. 


43. Το πεδίο ορισµού της f
-1


 είναι ίδιο µε το πεδίο ορισµού της f. 


44. Αν η f είναι 1-1, τότε η εξίσωση f(x)=0 έχει το πολύ µια ρίζα. 


45. Αν η f είναι 1-1, είναι και γνησίως µονότονη. 


46. Αν η συνάρτηση f είναι 1-1, τότε ισχύει ότι: yx)y(f)x(f =⇔= , για κάθε 
f


Dy,x ∈ . 


47. Αν µια συνάρτηση είναι άρτια τότε είναι και «1-1». 


48. Αν µια συνάρτηση f είναι “1-1” και περιττή τότε  και η f
-1


 είναι περιττή. 


49. Αν µια συνάρτηση f είναι περιττή και έχει µέγιστο τότε θα έχει και ελάχιστο.  


50. Αν η συνάρτηση f είναι άρτια, τότε η συνάρτηση –f είναι περιττή. 


51. Αν για τη συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού τον R ισχύει ότι  f(x)+f(-x)=0, τότε η f είναι 


περιττή. 


52. Oι συναρτήσεις f,g είναι γνησίως φθίνουσες στο R τότε η fog είναι γνησίως αύξουσα. 


53. Αν (fofof)(x)-(fof)(x)=2004x τότε f(0)=0. 


54. Αν η f είναι γνησίως µονότονη, τότε: f(x)<f(y)⇔ x<y. 


55. Αν η f είναι γνησίως αύξουσα, τότε η –f είναι γνησίως φθίνουσα. 


56. Αν η f είναι γνησίως φθίνουσα, τότε η f
2
 είναι γνησίως αύξουσα. 


57. Κάθε γνησίως µονότονη συνάρτηση είναι και 1-1. 


58. Η συνάρτηση f(χ)==-1821χ+1 είναι γνησίως φθίνουσα.  


59. Η συνάρτηση f(χ)=2004χ-10 είναι γνησίως αύξουσα.  


60. Η σύνθεση δύο συναρτήσεων, που έχουν κοινό πεδίο ορισµού το R  και είναι ¨1-1¨, 


είναι  


επίσης ¨1-1¨. 


61. Υπάρχει συνεχής συνάρτηση f, µε πεδίο ορισµού ένα διάστηµα ∆, αλλά το σύνολο 


τιµών της δεν είναι διάστηµα. 
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62. Η συνάρτηση βxα)x(f += , µε R∈βα , , είναι γνησίως µονότονη. 


63. Oι ανισώσεις 0>
)x(B


)x(A
 και Α(χ) Β(χ)>0 είναι ισοδύναµες.  


64. Η ελάχιστη τιµή της συνάρτησης f(χ)=χ
2
-8χ+12 είναι 4.   


65. Η συνάρτηση f(χ)=χ
2
+4χ+5 έχει µέγιστο το 1.  


66. Η συνάρτηση f(χ)=χ
2
+4χ+5 παρουσιάζει µέγιστο στο -2.  


67. Αν για το τριώνυµο f(χ)=αχ
2
+βχ+γ<0 για κάθε χεR τότε α<0.   


68. Αν f(χ)=-χ
2
+2χ+3, τότε : f(20202020202)>0.  


69. Αν για το τριώνυµο f(χ)=αχ
2
+βχ+γ ισχύει: αf(2002)<0, τότε  αυτό έχει δύο ρίζες 


πραγµατικές και άνισες.  


70. Το τριώνυµο f(χ)=-χ
2
+χ-1 διατηρεί το πρόσηµό του για κάθε χεR.  


71. Η ανίσωση (χ
2
-4)(χ


2
-χ)(χ


2
+χ+1)>0 είναι ισοδύναµη µε την  (4χ- χ


3
)( 1 -χ)>0.  


72. Το πεδίο ορισµού της 
1


2004


23 +−−
=


xxx
)x(f  είναι το (-1,-∞ ). 


73. Το πεδίο ορισµού της 
2016


x
)x(f =  είναι το R-{2016} 


74. Για κάθε περιττή συνάρτηση f ισχύει ότι f(0)=0. 


75. H γραφική παράσταση µιάς  περιττής συνάρτησης έχει άξονα συµµετρίας τον yy΄. 


76. Κάθε σταθερή συνάρτηση ορισµένη στο R είναι άρτια. 


77. Για να ορίζεται το πηλίκο δύο συναρτήσεων το πεδίο ορισµού της είναι η τοµή των 


πεδίων ορισµών. 


78. Η γραφική παράσταση της )x(f  είναι πάνω από τον x’x. 


79. Μια «1-1» συνάρτηση είναι γνησίως µονότονη. 


80. Ισχύει πάντα fog=gof αν ορίζονται οι συναρτήσεις. 


81. Ισχύει πάντα (fo(gοh))=((fog)oh) αν ορίζονται οι συναρτήσεις. 


82. Αν f είναι γνησίως µονότονη στα ∆1,∆2 µε το ίδιο είδος µονοτονίας, τότε θα είναι και 


στο ∆1U∆2. 


83. Κάθε «1-1» είναι γνησίως µονότονη. 


84. Κάθε «1-1» και συνεχής συνάρτηση είναι γνησίως µονότονη. 


85. Αν η f δεν είναι «1-1» συνάρτηση τότε δεν είναι γνησίως µονότονη. 


86. Αν η f είναι άρτια τότε είναι «1-1». 


87. Αν υπάρχει η f
-1


 τότε η f δεν είναι «1-1». 


88. Οι γραφικές παραστάσεις των f
-1


 και f είναι συµµετρικές ως προς την y=-x. 


89. Κάθε γνησίως µονότονη έχει το πολύ µια ρίζα. 


90. Κάθε γνησίως µονότονη έχει πάντα ακριβώς µια ρίζα. 


91. Αν f
2
(x)=f(x)g(x) τότε πάντα f(x)=0 ή f(x)=g(x).  


92. Αν f
2
(x)=2exf(x) τότε µόνο f(x)=2e


x
. 


93. Αν η εξίσωση f(x)=k έχει µοναδική λύση τότε η f είναι «1-1». 


94. Αν f:A�f(A) τότε f(f
-1


(x))=x για κάθε xεΑ. 


95. Η σταθερή συνάρτηση f(x)=c≠0 έχει αντίστροφη την 
c


1
)x(g =  . 


96. Οι συναρτήσεις f και (f
-1


)
-1


 είναι ίσες. 


97. Αν η f γνησίως φθίνουσα τα κοινά σηµεία των f  και f
-1


 βρίσκονται µόνο στην y=x. 
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98. Αν ορίζεται η fog και είναι «1-1» τότε και η g είναι «1-1». 


99. Αν ορίζεται η fog και η g είναι «1-1» τότε και η fog είναι «1-1». 


100. Κάθε τοπικό ελάχιστο είναι µικρότερο από κάθε τοπικό µέγιστο. 


101. Τα τοπικά ακρότατα είναι ολικά ακρότατα. 


102. Τα ολικά ακρότατα είναι τοπικά ακρότατα. 


103. Το µεγαλύτερο από τα τοπικά ακρότατα είναι το µέγιστο της συνάρτησης. 


104. Στο [α,β] για την συνάρτηση f υπάρχει πάντα ακρότατο. 


105. Αν το π.ο της f είναι το (α,β) τότε η f δεν έχει ακρότατα. 


106. Αν το π.ο της f είναι το [α,β] τότε η f έχει ακρότατα. 


107. Αν το π.ο της f είναι το [α,β] και είναι συνεχής τότε η f δεν έχει ακρότατα. 


108. Σε κάθε «1-1» συνάρτηση κάθε οριζόντια ευθεία το πολύ σε ένα σηµείο τέµνει την 


γραφική παράσταση της συνάρτησης. 


109. Στο [α,β] για την παραγωγίσιµη συνάρτηση f υπάρχει πάντα ακρότατο. 


110. Για την παραγωγίσιµη συνάρτηση f στο [α,β] και υπάρχει ακρότατο στο xoε[α,β] τότε  


 f ΄(xo)=0. 


111. Για την παραγωγίσιµη συνάρτηση f στο [α,β] και υπάρχει ακρότατο στο xoε(α,β) τότε  


 f ΄(xo)=0. 


112. Για την συνεχή συνάρτηση f στο [α,β] και υπάρχει ακρότατο στο xoε(α,β) τότε  


 f ΄(xo)=0. 


113. Αν το (α,β) είναι το σύνολο τιµών της f τότε δεν έχει ακρότατα. 
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εκθετικές 


βγάζω κοινό παράγοντα την 
µεγαλύτερη βάση 


x�-∞  
βγάζω κοινό παράγοντα την 
µικρότερη βάση 


Γενικά µε σχήµα 


Λογαριθµικές Υπολογίζω εσωτερικά την 
παράσταση και µετά µε σχήµα 


τριγωνοµετρικές Μηδενική επί φραγµένη 


Νταβανοπάτωµα 
κατασκευαστικά 


 


Σχόλια στα όρια 
Για να αναζητήσουµε το όριο της  f  στο 


0
x , πρέπει η  f  να ορίζεται όσο θέλουµε 


“κοντά στο 
0


x ”, δηλαδή η f να είναι ορισµένη σ’ ένα σύνολο της µορφής


0 0
(α,x ) (x ,β)∪  ή 


0
(α,x )  ή 


0
(x ,β) . 


Το 
0


x  µπορεί να ανήκει στο πεδίο ορισµού της συνάρτησης (Σχ. 39α, 39β) ή να 


µην ανήκει σ’ αυτό . 


Η τιµή της f στο 
0


x , όταν υπάρχει, µπορεί να είναι ίση µε το όριό της στο 
0


x   


(Σχ. 39α) ή διαφορετική από αυτό.  


 f (x)


 f (x)


f x( )0 = l


 (a)


 O  x0  x x  x


 y


    
 f(x0)


 (β)


 f(x)


 f(x)


 O  x0


 l


 x x  x


 y


     


 


 (γ) 


 f(x) 


 f(x) 


 O  x0 


 l  


  


 x  x  x 


 y 
39 


 


Γενικές  Ιδιότητες  των  ορίων 
1. Αν µια συνάρτηση έχει όριο στο χ0 αυτό είναι µοναδικό. 


2. ( ) 0l)x(fliml)x(flim
00 xxxx


=−⇔=
→→


 


3. l)hx(fliml)x(flim 0
0hxx 0


=+⇔=
→→


 


4. l)x(flim)x(fliml)x(flim
000 xxxxxx


==⇔=
−+ →→→


 


Ποια πρόταση συνδέει το όριο της f  στο 
o


x και τα πλευρικά όρια της f  στο 
o


x ; 


Απάντηση 


Ισχύει ότι : Αν µια συνάρτηση f είναι ορισµένη σε ένα σύνολο της µορφής 


0 0
(α,x ) (x ,β)∪ , τότε ισχύει η ισοδυναµία: 


0x x
lim f(x) l
→


=  ⇔  
0 0x x x x


lim f(x) lim f(x) l
− +→ →


= =  


Τους αριθµούς 
0


lim ( )
x x


f x
−→


 και 
0


lim ( )
x x


f x
+→


 τους λέµε πλευρικά όρια της  f  στο 0x  


και συγκεκριµένα αριστερό και δεξιό όριο της  f  αντίστοιχα. 


5. 0
xx


xxlim
0


=
→
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6. cclim
0xx


=
→


 


Πότε λέµε ότι µια συνάρτηση f  έχει κοντά στο 
o


x  µια ιδιότητα  Ρ ; 


Μια συνάρτηση f λέµε ότι έχει κοντά στο 
0


x  µια ιδιότητα Ρ, όταν ισχύει µια 


από τις παρακάτω τρεις συνθήκες: 


α) Η f είναι ορισµένη σε ένα σύνολο της µορφής 
0 0


(α,x ) (x ,β)∪  και στο σύνολο 


αυτό έχει την ιδιότητα Ρ. 


β) Η f είναι ορισµένη σε ένα σύνολο της µορφής 
0


(α,x ) , έχει σ’ αυτό την 


ιδιότητα Ρ, αλλά δεν ορίζεται σε σύνολο της µορφής 
0


(x ,β) . 


γ) Η f είναι ορισµένη σε ένα σύνολο της µορφής 
0


(x ,β) , έχει σ’ αυτό την 


ιδιότητα Ρ, αλλά δεν ορίζεται σε σύνολο της µορφής 
0


(α,x ) . 


 


 


 


7. 0)x(f0)x(flim
0xx


>⇒>
→


 κοντά στο χ0. (πρόσηµο συναρτήσεων και όρια) 


(Αν  f(x)>0 κοντά στο χ0 τότε  0)x(flim
0xx


≥
→


) 


8. 0)x(f0)x(flim
0xx


<⇒<
→


 κοντά στο χ0. 


9. )x(glim)x(flim)x(g)x(f
00 xxxx →→


≤⇒≤  κοντά στο χ0. (διάταξη και όρια) 


10. Αν υπάρχουν τα όρια των συναρτήσεων f και g στο χ0 τότε: 


[ ] )x(glim)x(flim)x(g)x(flim
000 xxxxxx →→→


+=+ (πράξεις συναρτήσεων και όρια) 


11. [ ] )x(flimk)x(fklim
00 xxxx →→


=    για κάθε σταθερά κεR. 


12. [ ] )x(glim)x(flim)x(g)x(flim
000 xxxxxx →→→


=  


13. 0)x(g,
)x(g


)x(f


)x(g


)x(f
lim


lim


lim
lim


0


0


0


0 xx


xx


xx


xx


≠=
→


→


→


→


 


14. )x(flim)x(flim
00 xxxx →→


=  


15. k
xx


k


xx
)x(flim)x(flim


00 →→
= , εφόσον 0)x(f ≥  κοντά στο χ0. 


16. [ ]
v


xx


v


xx
)x(flim)x(flim


00










=


→→
 µε  νεΝ


*
. 


17. vv


xx 0
0


xxlim =
→
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13.Αν υπάρχουν τα όρια των συναρτήσεων f και g στο χ0 τότε: 


[ ] )x(glim)x(flim)x(g)x(flim
000 xxxxxx →→→


+=+  


[ ] )x(flimk)x(fklim
00 xxxx →→


=    για κάθε σταθερά κεR. 


[ ] )x(glim)x(flim)x(g)x(flim
000 xxxxxx →→→


=  


 


Το αντίστροφο του θεωρήµατος δεν ισχύει δηλαδή µπορεί να υπάρχει το [ ])x(g)x(flim
0xx


+
→


χωρίς να υπάρχουν τα )x(g),x(f limlim
00 xxxx →→


. 


14.Όριο  πολυωνύµου )()(lim 0
0


xPxP
xx


=
→


. 


 Έστω τώρα το πολυώνυµο  01


1


1)( αxαxαxαxP ν


ν


ν


ν ++++= −
− L    και   R∈0x . 


Σύµφωνα µε τις παραπάνω ιδιότητες έχουµε: 


)(lim)(lim 0


1


1
00


αxαxαxP ν


ν


ν


ν
xxxx


+++= −
−→→


L 0
0


1


1
00


lim)(lim)(lim αxαxα
xx


ν


ν
xx


ν


ν
xx →


−
−→→


+++= L 0
0


1


0
1


0


limlimlim αxαxα
xx


ν


xx
ν


ν


xx
ν →


−


→−→
+++= L


)( 00


1


010 xPαxαxα ν


ν


ν


ν =+++= −
− L .Εποµένως )()(lim 0


0


xPxP
xx


=
→


. 


 


15. Όριο ρητής συνάρτησης 
)(


)(


)(


)(
lim


0


0


0 xQ


xP


xQ


xP


xx
=


→
,   εφόσον   0)( 0 ≠xQ  


Έστω η ρητή συνάρτηση 
)(


)(
)(


xQ


xP
xf = , όπου )(xP , )(xQ  πολυώνυµα του x και Rx 0 ∈  µε 


0)( 0 ≠xQ . Τότε,   
)(


)(


)(lim


)(lim


)(


)(
lim)(lim


0


0


0


0


00 xQ


xP


xQ


xP


xQ


xP
xf


xx


xx


xxxx
===


→


→


→→
. 


Εποµένως,
 )(


)(


)(


)(
lim


0


0


0 xQ


xP


xQ


xP


xx
=


→
,   εφόσον   0)( 0 ≠xQ  


16. Να διατυπώσετε το κριτήριο παρεµβολής 


Έστω οι συναρτήσεις hgf ,, . Αν 


       • )()()( xgxfxh ≤≤  κοντά στο 0x  και 


       • l==
→→


)(lim)(lim
00


xgxh
xxxx


, 


Τότε                      l=
→


)(lim
0


xf
xx


. 


 


17. Τι ονοµάζουµε ακολουθία (α ν) και πότε θα λέµε ότι έχει όριο το lεR 


Ακολουθία ονοµάζεται κάθε πραγµατική συνάρτηση α:Ν*�R. 


2016E 
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Θα λέµε ότι η ακολουθία )( να  έχει όριο το ∈l R και θα γράφουµε l=
∞→ ν


ν
αlim , όταν για 


κάθε 0>ε , υπάρχει *


0 N∈ν  τέτοιο, ώστε για κάθε 0νν >  να ισχύει 


εα ν <− || l  


 


Σχόλιο: Πώς υπολογίζουµε το όριο της σύνθετης συνάρτησης f go  στο 
o


x ; 


Αν θέλουµε να υπολογίσουµε το όριο της σύνθετης συνάρτησης f go  στο σηµείο 
0


x , 


δηλαδή το 
0x x


lim f(g(x))
→


, τότε εργαζόµαστε ως εξής: 


1. Θέτουµε u g(x)= . 


2. Υπολογίζουµε (αν υπάρχει) το 
0


0 x x
u lim g(x)


→
=  και 


3. Υπολογίζουµε (αν υπάρχει) το 
0u u


 lim f(u)l
→


= . 


Αν 
0


g(x) u≠  κοντά στο 
0


x , τότε το ζητούµενο όριο είναι ίσο µε l , δηλαδή ισχύει: 


0 0


lim ( ( )) lim ( )
→ →


=
x x u u


f g x f u  


 


 


1. Αν η συνάρτηση f είναι µηδενική στο x0 ( 0)x(flim
0xx


=
→


) και η g  φραγµένη 


σε µια περιοχή του x0 ,τότε και η fg είναι µηδενική στο x0. 


2. Αν είναι 0)x(flim
0xx


=
→


 και  )x(f)x(g ≤  σε µια περιοχή του x0 ,τότε 


και 0)x(glim
0xx


=
→


 


3. Ισχύει ότι  Rεxxxηµ ∀≤  


4. Ισχύει ότι  )
2


,0[xxxx
π


ε∀εφ≤≤ηµ  


5. Ισχύει ότι  )
2


,
2


(xxxx
ππ


−ε∀εφ≤≤ηµ  


6. Ισχύει ότι  0xlim
0x


=ηµ
→


   και   1xlim
0x


=συν
→


   .  


7. 0
xx


xηµxηµlim
0


=
→


   και   0
xx


xσυνxσυνlim
0


=
→


 


8. 1
x


xηµ
lim


0x
=


→
,    1


x


xεφ
lim


0x
=


→
,  0


x
1xσυν


lim
0x


=
−


→
, 1


xk


)xk(ηµ
lim


0x
=


→
 


9. Οριο σύνθετης συνάρτησης 


)u(flim))x(g(flim
00 uuxx →→


=   όπου  u=g(x)  και  )x(glimu
0xx


0
→


=  µε  ou)x(g ≠  κοντά 


στο xo. 


10. 0)x(f)x(flim
0xx


>⇒+∞=
→


 κοντά στο χ0. 
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11. 0)x(f)x(flim
0xx


<⇒−∞=
→


 κοντά στο χ0. 


12. +∞=⇒+∞=≤
→→


)x(glim)x(flimκαι)x(g)x(f
00 xxxx


 


13. −∞=⇒−∞=≤
→→


)x(flim)x(glimκαι)x(g)x(f
00 xxxx


 


14. [ ] −∞=−⇒+∞=
→→


)x(flim)x(flim
00 xxxx


 


15. [ ] +∞=−⇒−∞=
→→


)x(flim)x(flim
00 xxxx


 


16. 0
)x(f


1
lim)x(flim


00 xxxx
=⇒±∞=


→→
 


17. +∞=⇒>=
→→ )x(f


1
limxστοάκοντ0)x(f,0)x(flim


00 xx
0


xx
 


18. −∞=⇒<=
→→ )x(f


1
limxστοάκοντ0)x(f,0)x(flim


00 xx
0


xx
 


19. +∞=⇒±∞=
→→


)x(flim)x(flim
00 xxxx


 


20. +∞=⇒+∞=
→→


k


xxxx
)x(flim)x(flim


00


 


21. +∞=
→


2
0x x


1
lim και   +∞=


→
v2


0x x


1
lim  


22. +∞=
+→ x


1
lim


0x


και   +∞=
+


→ + 1v2
0x x


1
lim  


18. −∞=
−→ x


1
lim


0x


και   −∞=
+


→ − 1v2
0x x


1
lim


 
 


 


Το όριο της f  


είναι 


  αεR αεR ∞+   ∞−  ∞+  ∞−  


Το όριο της g  


είναι 
∞+  ∞−  ∞+  ∞−  ∞−  ∞+  


Τότε το όριο της 


f+g  είναι 
∞+  ∞−    ∞+  ∞−        ;      ; 


 


Το όριο της f  


είναι 


α>0 α<0 α>0  α<0   0   0 ∞+
 


∞+
 


 
∞−


 


 
∞−


 


Το όριο της g  


είναι 
∞+  ∞+   ∞−   ∞−  ∞+


 
 


∞−
 


∞+
 


 
∞−


 


∞+
 


 
∞−


 


Τότε το όριο 


της f g  είναι 
∞+   ∞−   ∞−  ∞+     ;   ; ∞+


 
 


∞−
 


 
∞−


 


∞+
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Aπροσδιόριστες µορφές   


 (+∞)-(+∞),  0( ∞± ), ±∞1 , 00  , 0)(±∞ ,   
∞±
∞±


,
0


0
, 


0


∞±
 


 


Ορια Συνάρτησης στο άπειρο 


1. +∞=
+∞→


v


x
xlim        και         0


x


1
lim v


x
=


+∞→
 


 


2. 





∞−


∞+
=


−∞→ περιτοςναν,


αρτιοςναν,
xlim v


x
       και         0


x


1
lim v


x
=


−∞→
 


 


Για τα όρια στο +∞ , -∞  ισχύουν οι γνωστές ιδιότητες των ορίων στο χ0 µε την 


προυπόθεση ότι οι συναρτήσεις είναι ορισµένες σε κατάλληλα σύνολα και δεν 


καταλήγουν σε απροσδιόριστη µορφή. 


3. Ρ(χ)=αν χ
ν
+αν-1 χ


ν-1
+…+α1 χ+ α0   τότε  )xα(lim)x(Plim ν


ν
xx +∞→+∞→


= , 


)xα(lim)x(Plim ν
ν


xx −∞→−∞→
=  


4. 
01


1k
1k


k
k


01
1ν


1ν
ν


ν


βxβ...xβxβ


αxα...xαxα
)x(f


++++


++++
=


−
−


−
− ,  0β,0α kν ≠≠    


τότε  )
xβ


xα
(lim)x(flim k


k


ν
ν


xx +∞→+∞→
= ,   )


xβ


xα
(lim)x(flim k


k


ν
ν


xx −∞→−∞→
=  


5. Αν α>1 τότε   


0αlim x


x
=


−∞→
, +∞=


+∞→


x


x
αlim , −∞=


→
xloglim α


0x
, 


+∞=
+∞→


xloglim α
x


  


6. Αν 0<α<1 τότε   


+∞=
−∞→


x


x
αlim , 0αlim x


x
=


+∞→
, +∞=


→
xloglim α


0x
, 


−∞=
+∞→


xloglim α
x


  


7. e
x


1
1lim


x


x
=











+


+∞→
,  xx xe1ex1 +≤≤+ ,  


1
x


1e
lim


x


0x
=


−
→


,  1
1x


xln
lim


1x
=


−→
, 1xxln −≤ . 


 


Σχόλια 
● Για να αναζητήσουµε το όριο µιας συνάρτησης f στο +∞ , πρέπει η f να είναι ορισµένη 


σε διάστηµα της µορφής ( , )α +∞ . 


● Για να αναζητήσουµε το όριο µιας συνάρτησης f στο −∞ πρέπει η f να είναι ορισµένη 


σε διάστηµα της µορφής ( , )−∞ β . 
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● Για τα όρια στο +∞ , −∞  ισχύουν οι γνωστές ιδιότητες των ορίων στο 
0


x  µε την 


προϋπόθεση ότι: — οι συναρτήσεις είναι ορισµένες σε κατάλληλα σύνολα και 


— δεν καταλήγουµε σε απροσδιόριστη µορφή 


 


 


18. Πότε λέµε ότι µια συνάρτηση f είναι συνεχής στο xo. 
 Εστω µια συνάρτηση f και χ0 ένα σηµείο του πεδίου ορισµού της. Θα λέµε ότι η f είναι 


συνεχής στο χ0 , όταν  )x(f)x(flim 0
xx 0


=
→


. 


Σχόλια 
α) Σύµφωνα µε τον παραπάνω ορισµό, µια συνάρτηση  f  δεν είναι συνεχής σε ένα 


σηµείο 
0


x  του πεδίου ορισµού της όταν: 


i) ∆εν υπάρχει το όριό της στο 
0


x  ή 


ii) Υπάρχει το όριό της στο 
0


x , αλλά είναι διαφορετικό από την τιµή της, 
0


f(x ) , στο 


σηµείο 
0


x . 


β) Μία συνάρτηση f που είναι συνεχής σε όλα τα σηµεία του πεδίου ορισµού της, θα 


λέγεται, συνεχής συνάρτηση.  


 γ) — Κάθε πολυωνυµική συνάρτηση Ρ είναι συνεχής, αφού για κάθε xoεR  ισχύει


0
0x x


lim P(x) P(x )
→


= . 


    — Κάθε ρητή συνάρτηση P


Q
 είναι συνεχής, αφού για κάθε 


0
x  του πεδίου ορισµού της 


ισχύει    
0


0


x x
0


P(x )P(x)
lim


Q(x) Q(x )→
= . 


    — Οι συναρτήσεις ( ) ηµ=f x x  και ( ) συν=g x x  είναι συνεχείς, αφού για κάθε 0x ∈  


ισχύει 
0


0x x
lim ηµx ηµx
→


=  και 
0


0x x
lim συνx συνx
→


= . 


    — Οι συναρτήσεις ( ) = xf x α  και ( ) log=
α


g x x , 0 1< ≠α  είναι συνεχείς. 


 


 


19.Πότε µια συνάρτηση είναι συνεχής στο Αf 
Μια συνάρτηση f θα λέµε ότι είναι συνεχής στο πεδίο ορισµού της , όταν είναι 


συνεχής σε κάθε σηµείο του Αf. 


 


 


20 .Πότε µια συνάρτηση είναι συνεχής στο (α,β) 


Μια συνάρτηση f  θα λέµε ότι είναι συνεχής σε ένα ανοικτό διάστηµα (α,β), όταν είναι 


συνεχής σε κάθε σηµείο του (α,β). 


 


 


21.Πότε µια συνάρτηση είναι συνεχής στο [α,β] 


2001O – 2006O –


2009E -2010O 


2015 


2001O – 2004E 


2008  - 2012  


2015O  - 2017 
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Μια συνάρτηση f  θα λέµε ότι είναι συνεχής σε ένα κλειστό διάστηµα [α,β], όταν είναι 


συνεχής σε κάθε σηµείο του (α,β) και επιπλέον )α(f)x(flim
αx


=
+→


, )β(f)x(flim
βx


=
−→


. 


 


Παρατηρήσεις 
1. Αν f,g είναι συνεχής στο xo και cεR τότε είναι συνεχής στο xo µε την προυπόθεση ότι 


ορίζονται σε ένα διάστηµα που περιέχει το xo οι συναρτήσεις: f+g, cf, fg, f/g, f , f . 


2. Αν η f είναι συνεχής στο xo και η g συνεχής στο f(xo) τότε η σύνθεση της gof είναι 


συνεχής στο xo . 


3. Αν η f είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ και δεν µηδενίζεται σε αυτό, τότε διατηρεί 


σταθερό πρόσηµο στο ∆. 


4. Μια συνεχής συνάρτηση f διατηρεί σταθερό πρόσηµο σε κάθε ένα από τα διαστήµατα 


στα οποία οι διαδοχικές ρίζες της f χωρίζουν το πεδίο ορισµού της. 


 


 


22. Να διατυπώστε το Θεώρηµα του  Bolzano και ποια η γεωµετρική του σηµασία; 


Εστω µια συνάρτηση f, ορισµένη σε ένα κλειστό διάστηµα [α,β]. Αν 


• Η f είναι συνεχής στο [α,β] και επιπλέον ισχύει 


• f(α) f(β)<0 


τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον χ0ε(α,β) τέτοιο ώστε f(χ0)=0. 


∆ηλαδή υπάρχει µια τουλάχιστον, ρίζα της εξίσωσης f(χ)=0 


στο ανοικτό διάστηµα (α,β). 


Στο διπλανό σχήµα έχουµε τη γραφική παράσταση µιας 


συνεχούς συνάρτησης  f  στο ],[ βα . Επειδή τα σηµεία 


))(,( αfαA  και ))(,( βfβB  βρίσκονται εκατέρωθεν του άξονα 


xx ′ , η γραφική παράσταση της  f  τέµνει τον άξονα σε ένα 


τουλάχιστον σηµείο. 


23. Το αντίστροφο του θεωρήµατος δεν ισχύει δηλαδή µπορεί µια συνάρτηση να έχει ρίζα 


σε ένα διάστηµα (α,β), τότε δεν είναι υποχρεωτικά συνεχής και ούτε τα f(α) ,f(β) είναι 


υποχρεωτικά ετερόσηµα 


—  Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ και δε µηδενίζεται σ’ αυτό, 


τότε αυτή ή είναι θετική για κάθε x ∈ ∆  ή είναι αρνητική για κάθε x ∈ ∆ , δηλαδή 


διατηρεί πρόσηµο στο διάστηµα ∆.  


— Μια συνεχής συνάρτηση  f  διατηρεί πρόσηµο σε καθένα από το διαστήµατα στα 


οποία οι διαδοχικές ρίζες της  f  χωρίζουν το πεδίο ορισµού της. 


 x


 y


 ρ5


 ρ4 ρ3


 ρ2


 ρ1


 +


 − −
 +


 −
 +


66


 


 
′′x0 


′x0


 
x0


 y


 B(β, f (β))


 Α(α, f (α)) f (a)


 f (β)


 O  β


 a
 x


64


 


2013O – 2014E  
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Αυτό µας διευκολύνει στον προσδιορισµό του προσήµου της  f  για τις διάφορες τιµές 


του x. Συγκεκριµένα, ο προσδιορισµός αυτός γίνεται ως εξής: 


α) Βρίσκουµε τις ρίζες της  f. 


β) Σε καθένα από τα υποδιαστήµατα που ορίζουν οι διαδοχικές ρίζες, επιλέγουµε έναν 


αριθµό και βρίσκουµε το πρόσηµο της  f  στον αριθµό αυτό. Το πρόσηµο αυτό 


είναι και το πρόσηµο της  f  στο αντίστοιχο διάστηµα. 


 


24. Να διατυπώστε το Θεώρηµα των ενδιαµέσων τιµών και αποδείξτε το. 


Εστω µια συνάρτηση f, ορισµένη σε ένα κλειστό διάστηµα [α,β]. Αν 


• Η f είναι συνεχής στο [α,β] και  


• f(α) ≠  f(β) 


τότε για κάθε αριθµό η µεταξύ των f(α) και f(β) υπάρχει ένας τουλάχιστον χ0ε(α,β) τέτοιο 


ώστε f(χ0)=η. 


ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 


Ας υποθέσουµε ότι )()( βfαf < . Τότε θα ισχύει 


)()( βfηαf <<  . Αν θεωρήσουµε τη συνάρτηση ηxfxg −= )()( , 


],[ βαx ∈ , παρατηρούµε ότι: 


• η g είναι συνεχής στο ],[ βα  και   


• 0)()( <βgαg , 


αφού 


0)()( <−= ηαfαg    και 


0)()( >−= ηβfβg . 


Εποµένως, σύµφωνα µε το θεώρηµα του Bolzano, υπάρχει ),(0 βαx ∈  τέτοιο, ώστε 


0)()( 00 =−= ηxfxg , οπότε ηxf =)( 0 .     


Η γεωµετρική ερµηνεία είναι ότι η οριζόντια ευθεία που τέµνει τον y΄y στο η τέµνει 


σε τουλάχιστον ένα σηµείο τη γραφική παράσταση της f. 


 


 


Σχόλια 


α) Αν µια συνάρτηση  f  δεν είναι συνεχής στο διάστηµα 


[ , ]α β , τότε, όπως φαίνεται και στο διπλανό σχήµα, δεν 


παίρνει υποχρεωτικά όλες τις ενδιάµεσες τιµές. 


 


β) Η εικόνα f( )∆  ενός διαστήµατος ∆ µέσω µιας συνεχούς και 


µη σταθερής συνάρτησης f είναι διάστηµα. 


γ) Aν µια συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής σε ένα ανοικτό διάστηµα 


( , )α β , τότε το σύνολο τιµών της στο διάστηµα αυτό είναι το διάστηµα ( , )Α Β , όπου 


x
lim f(x)


+→α
Α =  και 


x
B lim f(x)


−→β
= . 


 
′x0 


x0  
′′x0


 y


 B(β, f (β))


 f (a)


 f (β)


 O  β


 y=η


 η


 a  x
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 Α(α , f (α))


 


 y


 f (a)


 f (β)


 O


 y=η


 η


 x
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  Αν, όµως, η f είναι γνησίως φθίνουσα και συνεχής στο ( , )α β , τότε το σύνολο τιµών της 


στο διάστηµα αυτό είναι το διάστηµα (B,A) . 


 


25. Η εικόνα f(∆) ενός διαστήµατος ∆ µέσω µιάς συνεχούς και µη σταθερής συνάρτησης 


f είναι διάστηµα. 


 


 


26.Να διατυπώσετε το θεώρηµα µέγιστης και ελάχιστης τιµής 


Αν f είναι συνεχής συνάρτηση στο [α,β], τότε η f παίρνει στο [α,β] µια µέγιστη τιµή Μ και 


µια ελάχιστη τιµή m. 


∆ηλαδή υπάρχουν χ1, χ2,ε[α,β] τέτοια ώστε m=f(χ1) και Μ=f(χ2) να ισχύει  m≤ f(χ) ≤Μ για 


κάθε χε[α,β]. 


Σχόλιο 


Τότε από το θεώρηµα των ενδιαµέσων τιµών προκύπτει ότι το σύνολο τιµών µιας συνεχούς 


συνάρτησης f µε πεδίο ορισµού το [α,β] είναι το κλειστό διάστηµα [m,Μ] όπου m η 


ελάχιστη τιµή και Μ η µέγιστη τιµή της.  


 


 


27.Θεώρηµα   


Αν f είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής συνάρτηση στο ανοικτό διάστηµα (α,β), τότε 


το σύνολο τιµών της στο διάστηµα αυτό είναι το διάστηµα (Α,Β) όπου  Α= )x(flim
x


+α→


 και 


Β= )x(flim
x −β→


. 


Αν f είναι γνησίως φθίνουσα και συνεχής συνάρτηση στο ανοικτό διάστηµα (α,β), τότε 


το σύνολο τιµών της στο διάστηµα αυτό είναι το διάστηµα (Β,Α) όπου  Α= )x(flim
x


+α→


 και 


Β= )x(flim
x −β→


. 


Παρατηρήσεις 


1. Αν το 
oxx


xf
→


)(lim  είναι ένας θετικός ή αρνητικός αριθµός τότε κοντά στο xο οι τιµές της 


συνάρτησης )(xf  θα είναι θετικοί ή αρνητικοί αριθµοί αντίστοιχα, µια σηµαντική 


βοήθεια όταν θέλουµε να απαλείψουµε απόλυτα ή να κάνουµε Bolzano ή …… 


Παρόµοια συµπεράσµατα έχουµε και στις περιπτώσεις που ±∞→x  , το όριο της 


συνάρτησης είναι ∞±  
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2. Αν το 
oxx


xf
→


)(lim  υπάρχει και είναι αριθµός και η συνάρτηση έχει τιµές , κοντά στο χο , 


θετικές ή 0 τότε 0)(lim ≥
→ oxx


xf   


(προσοχή µπορεί να είναι και 0 το όριο ακόµη και αν 0)( >xf  κοντά στο χο). 


3. Προσοχή!!! Μπορούµε να γράφουµε )()(lim o
xx


xfxf
o


=
→


 µόνον όταν γνωρίζουµε ότι η 


συνάρτηση είναι συνεχής στο χο. Όταν για µια συνάρτηση, (του βιβλίου σας) , 


γνωρίζουµε τον τύπο της ασυνέχεια ενδεχοµένως να έχουµε µόνο στα σηµεία που 


αλλάζει ο τύπος της. Αν δεν γνωρίζουµε τον τύπο της συνάρτησης τα συµπεράσµατά 


µας , για τη συνέχεια,  θα προκύπτουν µόνο από τα δεδοµένα. 


4. Όταν µας δίνεται ένα όριο µιας παράστασης, που περιέχει µια συνάρτηση )(xf  και 


µας ζητείται ένα άλλο όριο µιας διαφορετικής παράστασης που περιέχει την )(xf  , 


µπορούµε να θέτουµε συνάρτηση )(xg  την παράσταση της οποίας γνωρίζουµε το 


όριό της , κοντά στο χο , να λύνουµε , προσέχοντας τους περιορισµούς,  ως προς 


)(xf  και τέλος να αντικαθιστούµε την )(xf  στην δεύτερη παράσταση.  


Προσοχή!!!  Η συνάρτηση )(xg  δεν ορίζεται στο χο .  


Το 
oxx


xg
→


)(lim  ισούται µε το όριο που σας δίνεται. 


Απαντήστε αν είναι Σωστά ή Λάθος τα παρακάτω 


1. Αν xo∉ A στο π.ο της συνάρτησης f τότε δεν ορίζεται το 0)x(flim
0xx


=
→


. 


2. Αν xo∉ A στο π.ο της συνάρτησης f τότε η f δεν µπορεί να είναι συνεχής στο xo. 


3. Αν xoεΑ στο π.ο της συνάρτησης f τότε η f είναι συνεχής στο xo. 


4.  


5. Αν ισχύει 0)x(flim
0xx


≠=
→


l , τότε l=
→


)(lim
0


xf
xx


 ή l−=
→


)(lim
0


xf
xx


. 


6. Αν ισχύει 0lim
0


=
→


x
xx


ηµ , τότε 1lim
0


=
→


x
xx


συν . 


7. Αν ( ) 1)()(lim
1


=+
→


xgxf
x


, τότε θα ισχύει και 1)()( limlim
11


=+
→→


xgxf
xx


. 


8. Ισχύει ότι: 0)x(f0)x(f limlim
xx


=⇔=
α→α→


. 


9. Αν ισχύει 0)x(f 2


xx
lim


0


≠=
→


l , τότε l±=
→


)x(flim
0xx


. 


10. Αν ισχύει 0)x(f 2


xx
lim


0


=
→


, τότε 0)x(flim
0xx


=
→


. 


11. Αν υπάρχει το ( ))x(g)x(flim
1x


+
→


 και είναι πραγµατικός αριθµός, τότε υπάρχουν και τα 


)x(flim
1x→


 και )x(glim
1x→


. 


12. Αν 2004)(lim
1


=
→


xf
x


, τότε: 2004)(lim
1


=
→


xf
x


 ή 2004)(lim
1


−=
→


xf
x


.  


13. Αν 2016)x(flim
1x


=
→


, τότε: ( ) 02016)x(flim
1x


=−
→


. 


14. Αν ισχύει ( ) 1)()(lim
1


=⋅
→


xgxf
x


, τότε 1)1()1( =⋅ gf . 
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15. Αν R
1x


)x(f
lim


1x


∈=
−→


l , τότε: 0)x(flim
1x


=
→


. 


16. ∆ίνεται ο συλλογισµός: Αν ( ) 2008)(2


2
lim =+


→


xfx
x


, τότε: 


2004)(42008)(2008)( limlimlimlim
222


2


2


=⇔−=⇔=+
→→→→


xfxfxfx
xxxx


. 


Η διαδικασία απόδειξης είναι σωστή. 


Το )x(flim
2x→


 είναι πραγµατικά ίσο µε 2004, αλλά αυτό προκύπτει µε άλλο τρόπο. 


17. Αν −∞=
+−→ 35


)(
1821


1
lim


xx


xf


x


 τότε +∞=
→


)(lim
1


xf
x


 


18. Ισχύει 0xx2004 20022003


0x
lim =−


→


 


19. Αν f(x)>1 και υπάρχει το )x(flim
1x→


, τότε: 1)x(flim
1x


>
→


. 


20. Για την συνάρτηση 





=


≠+
=


0x,2


0x,x1
)x(f


2


  είναι: f(x)>1 για κάθε Rx∈ , αλλά 


1)x(flim
0x


=
→


.  


21. Αν )()()( xhxfxg ≤≤  κοντά στο 0x  και υπάρχουν τα )(lim
0


xg
xx→


 και )(lim
0


xh
xx→


, 


τότε υπάρχει και το )(lim
0


xf
xx→


. 


22. Αν  0)x(flim
x


>
α→


, τότε f(x)>0 κοντά στο α. 


23. Αν f(x)<0  για κάθε xεR τότε 0)x(flim
0xx


<
→


. 


24. Αν f(x)≤g(x)  για κάθε x κοντά στο xo και υπάρχουν τα όρια τότε <
→


)x(flim
0xx


)(lim
0


xg
xx→


. 


25. Αν f(x)<g(x)  για κάθε x κοντά στο xo και υπάρχουν τα όρια τότε <
→


)x(flim
0xx


)(lim
0


xg
xx→


. 


26. Αν f(x)>0  για κάθε x κοντά στο xo τότε 0)x(flim
0xx


>
→


. 


27. Αν f(x)>0  για κάθε x κοντά στο xo τότε 0)x(flim
0xx


≥
→


. 


28. Αν f(x)≥0  για κάθε x κοντά στο xo τότε 0)x(flim
0xx


≥
→


. 


29. Αν 0)x(flim
0xx


>
→


, τότε f(x)>0  για κάθε x κοντά στο xo. 


30. Αν f(x)≥g(x)  για κάθε x κοντά στο xo και υπάρχουν τα όρια τότε ≥
→


)x(flim
0xx


)(lim
0


xg
xx→


. 


31. Αν  <
→


)x(flim
0xx


)(lim
0


xg
xx→


, τότε f(x)<g(x) για κάθε x κοντά στο xo. 


32. Ισχύει ότι k)hx(fk)x(f o
0hxx


limlim
0


=+⇔=
→→


. 


33. Αν  ,)x(flim
0xx


α=
→


β=
→


)x(glim
0xx


, α,βεR τκαι f(x)<g(x) για κάθε x κοντά στο xo, τότε α≤β. 


34. Αν  ,)x(flim
0xx


α=
→


β=
→


)x(glim
0xx


, α,βεR τκαι f(x)≤g(x) για κάθε x κοντά στο xo, τότε α≤β. 
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35. Αν 0)x(flim
0xx


=
→


. Τότε +∞=
→ )x(f


1
lim


0xx


. 


36. Αν 0)x(flim
0xx


=
→


και f(x)<0  για κάθε x κοντά στο xo. Τότε +∞=
→ )x(f


1
lim


0xx


. 


37. Αν +∞=
→


)x(flim
0xx


, τότε f(x)
 
≠ 0  για κάθε x κοντά στο xo. 


38. Αν 0)x(flim
0xx


<
→


τότε f(x)<0  για κάθε x κοντά στο xo. 


39. Αν )()()( xhxfxg ≤≤  και α=
→


)x(flim
0xx


, τότε  )(lim
0


xg
xx→


= )(lim
0


xh
xx→


 =α.  


40. Ισχύει xx <ηµ  για κάθε xεR. 


41. Αν υπάρχουν τα )x(gu lim
0xx


o
→


= , )u(fl lim
0uu→


= , τότε ( ) l)u(flim)x(gf
o


0
uu


xx
lim ==


→→
. 


42. Αν 2)x(f0 ≤≤  κοντά στο 0, τότε: ( ) 0)x(fx2


0x
lim =


→


 


43. Αν 200318212004 )13()()511()1( +≤≤−+ xxfxx , τότε η f είναι συνεχής στο 0. 


44. Αν 
2


1
)(


x
xf ≤ , x ),( +∞∈ a , τότε κατά ανάγκη θα είναι .0)(lim =


+∞→
xf


x
 


45. Είναι 0
1


lim
0


=
→ x


x
x


συνηµ  


46. Είναι 0
1


1
2004


1821


lim =
+
+


−∞→ xx


x


x


π
συν  


47. Είναι 2
ln


2


lim
0


=
→ x


x


x


ηµ
 


48. Αν  xxf ηµ<− 2004)(  για κάθε χεR τότε 2004)(lim
0


=
→


xf
x


 


49. Ισχύει ότι: +∞=
→


2000
0x x


1
lim  και −∞=


−→
2005


0x x


1
lim .  


50. Αν +∞=
→


)x(flim
0xx


, −∞=
→


)x(glim
0xx


, τότε [ ] +∞=−
→


)x(g)x(flim
0xx


. 


51. Αν 0)x(flim
0xx


=
→


, +∞=
→


)x(glim
0xx


, τότε [ ] 0)x(g)x(flim
0xx


=
→


. 


52. Αν 0)x(flim
0xx


=
→


, −∞=
→


)x(glim
0xx


, τότε 0
)x(g


)x(f
lim


0xx


=











→


. 


53. Αν −∞=
→


)x(flim
5x


, τότε: 0
)x(f


1
lim


5x


=
→


.  


54. Αν +∞=
α→


)x(flim
x


, τότε: +∞=
α→


)x(flim
x


 ή ∞− . 


55. Αν +∞=
→ )x(f


1
lim


0xx


 ή ∞− , τότε: 0)x(flim
0xx


=
→


. 


56. Είναι: +∞=
−→ 1


2004


1
lim x


x


x


. 







………στη γνώση                              σελ. 39 
 


………………………….το µέλλον θα είναι καλό αν φροντίσεις σωστά τα θέµατα του παρόντος  SLS… 
 


57. Aν 2004)(lim
0


−=
→


xf
xx


 και −∞=
→


)x(glim
0xx


, τότε: 0
)x(g


)x(f
lim


0xx


=
→


 και ( ) +∞=⋅
→


)x(g)x(flim
0xx


. 


58. Αν  0)x(flim
0xx


=
→


 και −∞=
→


)x(glim
0xx


, τότε: ( ) −∞=⋅
→


)x(g)x(flim
0xx


. 


59. Η µορφή )()( −∞−−∞  είναι απροσδιόριστη. 


60. Η µορφή )()( +∞−+∞  είναι απροσδιόριστη. 


61. Η µορφή 
0


∞
 είναι απροσδιόριστη. 


62. Αν 0)x(flim
0xx


=
→


, τότε: +∞=
→ )x(f


1
lim


0xx


 ή ∞− . 


63. Είναι: +∞=ν


+∞→


xlim
x


, για κάθε *Z∈ν . 


64. Είναι: +∞=ν


−∞→


2


x


xlim , όπου *N∈ν . 


65. Αν 01
1


1 x...xx)x(f α+α++α+α= −ν
−ν


ν
ν , τότε: )x()x(f limlim


xx


ν
ν


±∞→±∞→


α= . 


66. Αν α>1, τότε: +∞=α
−∞→


x


x
lim . 


67. Αν 0<α<1, τότε: 0x


x
lim =α


+∞→


. 


68. To όριο 
32


32


)1(


)21(
lim


+


−
+∞→ x


x


x
 είναι ίσο µε:-8. 


69. Τo 
2


2323 1
lim


x


xxxx


x


+−−−


+∞→
είναι ίσο µε:0. 


70. Αν f,g είναι συνεχείς στο xo τότε η gof είναι συνεχής στο xo. 


71. Αν η f, είναι συνεχής στο [α,β] και xoε(α,β) µε f(xo)=0 τότε f(α)f(β)<0. 


72. Αν η συνάρτηση f µε f(α)f(β)<0, τότε υπάρχει xoε(α,β) µε f(xo)=0. 


73. Αν η συνάρτηση f συνεχής στο [α,β] µε f(α)f(β)>0, τότε δενυπάρχει 


xoε(α,β) µε f(xo)=0. 


74. Αν η f συνεχής τότε µεταξύ δύο διαδοχικών ριζών της έχει ετερόσηµες 


τιµές. 


75. Η εικόνα f(∆) ενός διαστήµατος ∆ µεταξύ µιάς συνεχούς συνάρτησης f 


είναι διάστηµα. 


76. Το σύνολο τιµών µιας συνεχούς συνάρτησης f µε πεδίο ορισµού το [α,β] 


είναι κλειστό διάστηµα. 


77. Αν η f είναι γνησίως φθίνουσα στο (α,β) τότε το σύνολο τιµών της είναι το διάστηµα 














α→β→


)x(f),x(f limlim
xx


. 


78. Αν η f είναι γνησίως φθίνουσα στο [α,β] τότε το σύνολο τιµών της είναι το διάστηµα 


[f(β),f(α)]. 


79. Αν υπάρχει το  )x(flim
0xx→  


και δεν υπάρχει το  )x(glim
0xx→


.τότε δεν υπάρχει το  


[ ])x(g)x(flim
0xx→


. 
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80. Αν f(x)>2016 για κάθε xεR και υπάρχει το  )x(flim
0xx→  


τότε 2016)x(flim
0xx


>
→


. 


81. Ισχύει  1
x


1
xlim


x
=ηµ


+∞→
. 


82. Ισχύει  1
x


x
lim
x


=
ηµ


+∞→
. 


83. Ισχύει  0
x


x
lim
x


=
ηµ


+∞→
. 


84. Ισχύει  1
x


x
lim


0x
=


ηµ
→


. 


85. Κάθε συνάρτηση f , όπου f πολυωνυµική, είναι συνεχής. 


86. Κάθε συνάρτηση f είναι συνεχής στο 0x , αν και µόνο αν και η συνάρτηση f  είναι 


συνεχής στο 0x . 


87. Κάθε συνάρτηση f, που είναι συνεχής στο 0x , δεν έχει κατακόρυφη ασύµπτωτη την 


ευθεία x=x0. 


88. Υπάρχει συνεχής συνάρτηση f, µε πεδίο ορισµού ένα κλειστό διάστηµα και σύνολο 


τιµών ένα ανοικτό διάστηµα. 


89. Υπάρχει πολυωνυµική συνάρτηση f: RR → , µε σύνολο τιµών το *R . 


90. Υπάρχει συνεχής συνάρτηση f, µε πεδίο ορισµού ένα διάστηµα ∆, αλλά το σύνολο 


τιµών της δεν είναι διάστηµα. 


91. Η συνάρτηση xxf α=)( , µε 0<α<1, δεν είναι ¨1-1¨. 


92. Αν η συνάρτηση f: R→)1,0(  είναι συνεχής, τότε έχει µέγιστο και ελάχιστο. 


93. Αν η συνάρτηση f: R→]1,0[  είναι γνησίως µονότονη και συνεχής, τότε το 


σύνολο τιµών της είναι το διάστηµα [ ])1(),0( ff . 


94. Αν lxf
xx


=
→


)(lim
0


, mxg
xx


=
→


)(lim
0


, l,m R∈  και f(x)<g(x) κοντά στο χ0,τότε κατά ανάγκη  


θα είναι: l m≤  


95. Αν το 
xx


xxx


xx −
−−


→ 3


23 2
lim


0


  δεν υπάρχει, τότε: χ0=1. 


96. Αν 0)(lim
2


=
→


xf
x


 και )(2004)( xfxg <−  για κάθε χ, τότε 2004)(lim
2


=
→


xg
x


 


97. Είναι: −∞=
+→


1821
0


lim
x


x


x


ηµ
. 


98. Είναι: −∞=−+
+∞→


)1ln( 2


lim xx
x


. 


99. Είναι: +∞=
−


+
+


+


+∞→
1821


2004


22004


2
lim x


xx


x


e
. 


100. Αν η συνάρτηση f: R→]1,0[  είναι γνησίως µονότονη και συνεχής, τότε η εξίσωση 


f(x)=0 έχει λύση, αν και µόνο αν ισχύει 0)1()0( ≤⋅ ff . 


101. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [0,1] και ισχύει 1)( ≤xf  για κάθε ]1,0[∈x , τότε το 1 


είναι το µέγιστο της f στο [0,1]. 


102. Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α, β], η εξίσωση f(x)=0 δεν έχει ρίζα στο (α, β) 


και υπάρχει ),( βα∈ξ , ώστε: f(ξ)<0, τότε θα ισχύει: f(x)<0 για κάθε ),(x βα∈ . 
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103. Aν µια συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα [α, β] και παίρνει δύο διαφορετικές 


τιµές f(x1), f(x2) µε ],[x,x 21 βα∈ , τότε παίρνει όλες τις τιµές µεταξύ των f(x1) και f(x2). 


104. Αν µια συνεχή συνάρτηση f στο R , ισχύει: f(x1)=1 και f(x2)=4, τότε υπάρχει )x,x(x 210 ∈  


τέτοιο, ώστε: f(x0)=e. 


105. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα [α, β], τότε υπάρχουν x1,x2ε[α,β] µε 


f(x1)≤f(x)≤f(x2). 


106. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,β] τότε δεν µπορεί να εχει σύνολο τιµών το R. 


107. Αν το 0 ανήκει στο π.ο της f τότε )0(f)x(flim
0x


=
→


. 


108. Αν το xo ανήκει στο π.ο της f και  )x(flim)x(flim
oo xxxx
+− →→


=  τότε η f συνεχής στο xo . 


109. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,β] τότε η f συνεχής στο χ=α. 


110. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,β]  µε f(α)≠f(β)τότε παίρνει µόνο τις τιµές 


µεταξύ των f(α),f(β) . 


111. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,β] µε f(α)f(β)>0τότε η f διατηρεί σταθερό 


πρόσηµο στο [α,β]. 


112. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο Α τότε η f στο Α έχει µέγιστη και ελάχιστη τιµή. 


113. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο διάστηµα [α, β], τότε το 


σύνολο τιµών της είναι: [f(α), f(β)]. 


114. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα [α, β], τότε το 


σύνολο τιµών της είναι: [f(β), f(α)]. 


115. Κάθε συνεχής συνάρτηση f στο [α, β] µε f(α) ≠ f(β), παίρνει µόνο τις τιµές µεταξύ των 


f(α) και f(β). 


116. Αν η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο ),0( ∞+ , τότε το σύνολο τιµών της είναι 


το διάστηµα 











+∞→→


)x(f),x(f limlim
x0x


. 


117. Έστω µια συνάρτηση f συνεχής στο διάστηµα [α, β]. Αν η f είναι 1-1 στο [α, β], τότε 


είναι και γνησίως µονότονη στο [α, β]. 


118. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0 µε 0)x(f 0 ≠ , τότε κοντά στο x0 οι τιµές της f 


είναι οµόσηµες του f(x0). 


119. Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο διάστηµα ∆, τότε η 


αντίστροφή της είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο f(∆). 


120. Αν η συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού ένα διάστηµα ∆ είναι συνεχής και 1-1 στο ∆, τότε 


η συνάρτηση f
-1


 είναι συνεχής στο f(∆). 


121. Κάθε συνεχής συνάρτηση µε πεδίο ορισµού το R έχει µέγιστη και ελάχιστη τιµή. 


122. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0 και η συνάρτηση g δεν είναι συνεχής στο x0, 


τότε η συνάρτηση f+g δεν είναι συνεχής στο x0. 


123. Αν οι συναρτήσεις f, g δεν είναι συνεχείς στο σηµείο x0 του κοινού πεδίου ορισµού 


τους, τότε η συνάρτηση f+g δεν είναι συνεχής στο x0. 


124. Aν η συνάρτηση f είναι συνεχής σ’ ένα σηµείο x0 του πεδίου ορισµού της, τότε και η f
2
 


είναι συνεχής στο x0. 


125. Αν η f έχει αντίστροφη συνάρτηση f
-1


 και η γραφική παράσταση της f έχει κοινό σηµείο 


Α µε την ευθεία ψ=χ, τότε το σηµείο Α ανήκει και στην γραφική παράσταση της f
-1


 .  
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126. Αν η f είναι συνεχής στο [α,β] µε f(α)<0 και υπάρχει ρε(α,β) ώστε f(ρ)=0, τότε κατ’ 


ανάγκη f(β)>0.  


127. Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ και δεν µηδενίζεται σ΄ αυτό, τότε 


αυτή ή είναι θετική για κάθε χε∆ ή είναι αρνητική για κάθε χε∆, δηλαδή διατηρεί 


πρόσηµο στο διάστηµα ∆.  


128. Αν 0)x(flim
ax


=
→


 και f(x)>0 κοντά στο  α  τότε  +∞=
→ )x(f


1
lim


ax
. 


 


 


 


28.Τι ορίζουµε ως εφαπτοµένη της στο σηµείο της Α; 


Έστω  f  µια συνάρτηση και ))(,( 00 xfxA  ένα σηµείο της fC . Αν υπάρχει το 
0


0


0


)()(
lim


xx


xfxf


xx −


−
→


 και 


είναι ένας πραγµατικός αριθµός λ, τότε ορίζουµε ως εφαπτοµένη της fC  στο σηµείο της Α, 


την ευθεία ε που διέρχεται από το Α και έχει συντελεστή διεύθυνσης λ. 


Εποµένως, η εξίσωση της εφαπτοµένης στο σηµείο ))(,( 00 xfxA  είναι 


)()( 00 xxλxfy −=− , 


Σχόλιο 


α) Ο συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτοµένης ε της 
fC  µιας παραγωγίσιµης συνάρτησης  f, 


στο σηµείο 0 0( , ( ))A x f x  είναι η παράγωγος της  f στο 0x . ∆ηλαδή, ( )of xλ ′= ,  


οπότε η εξίσωση της  ε φ α π τ ο µ έ ν η ς  ε  γίνεται:    0 0 0( ) ( )( )y f x f x x x′− = −  


 


β) Την κλίση 
0


f (x )′  της εφαπτοµένης ε στο 
0 0


A(x ,f(x ))  θα τη λέµε και κλίση της 
f


C  στο Α ή 


κλίση της f στο 
0


x . 


γ) Η στιγµιαία ταχύτητα ενός κινητού, τη χρονική στιγµή 0t , είναι η παράγωγος της 


συνάρτησης θέσης ( )x S t=  τη χρονική στιγµή 0t . ∆ηλαδή, είναι ( ) ( )o ot S tυ ′= . 


 


29.  Πότε λέµε ότι µια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη σε ένα σηµείο του πεδίου 


ορισµού της. 
Εστω η συνάρτηση f ορισµένη  σ'ένα διάστηµα ∆ και x0 ε ∆ λέµε ότι η f είναι παραγωγίσιµη 


στο x0 ή ότι παραγωγίζεται στο x0 αν υπάρχει το 
0


0


xx xx


)x(f)x(f
lim


0
−


−


→


  και είναι πραγµατικός 


αριθµός. 


Η τιµή του ορίου λέγεται τότε παράγωγοs αριθµός της f στο x0  και συµβολίζεται f'(χ0). 


∆ηλαδή      f ΄(χ0)= 
0


0


xx xx


)x(f)x(f
lim


0
−


−


→


. 


 


2004 – 2009  
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Σχόλιο  Ισχύει  
h


)x(f)hx(f
lim)x(f 00


0h
0


−+
=′


→
,


∆x


x∆f
xf


∆x


)(
lim)(


0


0
0


→
=′  


Η τελευταία ισότητα οδήγησε το Leibniz να συµβολίσει την παράγωγο στο 0x  µε 
dx


xdf )( 0


 ή 


0


)(
xx


dx


xdf
= . Ο συµβολισµός )( 0xf ′  είναι µεταγενέστερος και οφείλεται στον Lagrange. 


Είναι φανερό ότι, αν το 0x  είναι εσωτερικό σηµείο ενός διαστήµατος του πεδίου ορισµού της  


f, τότε: 


 


 


Η  f  είναι παραγωγίσιµη στο 0x , αν και µόνο αν υπάρχουν στο x0  τα όρια 


0


0


0


)()(
lim


xx


xfxf


xx −


−
−→ ,    


0


0


0


)()(
lim


xx


xfxf


xx −


−
+→  


και είναι ίσα. 


 


 


30.  Να αποδείξετε ότι Αν µια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη σ’ ένα σηµείο , τότε 


είναι και συνεχής στο σηµείο αυτό. 


Επειδή η  f  είναι παραγωγίσιµη στο 0x , 
0


0


0


)()(
lim)(


0 xx


xfxf
xf


xx −


−
=′


→
 . 


Για 0xx ≠  έχουµε  )(
)()(


)()( 0


0


0


0 xx
xx


xfxf
xfxf −⋅


−


−
=− , 


Οπότε 









−⋅


−


−
=−


→→
)(


)()(
lim)]()([lim 0


0


0


0
0


0


xx
xx


xfxf
xfxf


xxxx
 )(lim


)()(
lim 0


0
0


0


0


xx
xx


xfxf


xxxx
−⋅


−


−
=


→→  


                                                  00)( 0 =⋅′= xf ,αφού η  f  είναι παραγωγίσιµη στο 0x . 


Εποµένως, )()(lim 0
0


xfxf
xx


=
→


, δηλαδή η  f  είναι συνεχής στο 0x .      


Παρατηρήσεις 
1. Το  αντίστροφο του παραπάνου θεωρήµατος δέν ισχύει  πάντοτε,δηλαδή αν µια 


συνάρτηση είναι συνεχής στο  χ0  δέν είναι καί οπωσδήποτε καί παραγωγίσιµη στο χ0 . πχ 







<−


≥
==


0x,x


0x,x
x)x(f .  


 


2. Αν η f είναι ασυνεχής στο χ0  τότε δεν είναι ούτε παραγωγίσιµη στο χ0  


3. Για να είναι µιά συνάρτηση παραγωγίσιµη σ' ενα σηµείο πρέπει να είναι καί συνεχής 


στό σηµείο αυτό. 


2017  


2002O – 2003 – 2005O -2007E – 2011O – 2013E  - 2018 
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Α Α1


x


R


f΄(x)


f΄


f΄


f΄


4. Καταλαβαίνουµε από το σχήµα αν µια συνάρτηση δεν είναι παραγωγίσιµη σε κάποιο 


σηµείο αν εκεί είναι αιχµηρό σηµείο. 


 


31. Πότε µια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο πεδίο ορισµού της Αf ; 
H f είναι παραγωγίσιµη στο Α ή, απλά, παραγωγίσιµη, όταν είναι παραγωγίσιµη σε κάθε 


σηµείο x0 ε A  . 


 


32. Πότε µια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη σε ένα ανοικτό διάστηµα (α, β) ; 


Η f είναι παραγωγίσιµη σε ένα ανοικτό διάστηµα (α, β) του πεδίου ορισµού της, όταν 


είναι   παραγωγίσιµη σε κάθε σηµείο x0 ε(α ,β,)  . 


 


33. Πότε µια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη σε ένα κλειστό διάστηµα [α, β] ; 
Η f είναι παραγωγίσιµη σε ένα κλειστό διάστηµα [α, β] του πεδίου ορισµού της, όταν 


είναι παραγωγίσιµη στο (α, β) και επιπλέον ισχύει 


R∈
α−
α−


+α→ x


)(f)x(f
lim
x


   και     R∈
β−
β−


−β→ x


)(f)x(f
lim
x


. 


34.Τι λέγεται παράγωγος συνάρτηση 


Εστω συνάρτηση ορισµένη σ'ένα διάστηµα Α και Α1 το σύνολο 


των σηµείων του Α στα οποία αυτή είναι παραγωγίσιµη. 


Αντιστοιχίζοντας  σε κάθε xεΑ1 τον παράγωγο αριθµό της f στο x 


,δηλαδή τον f΄(χ),  ορίζουµε την παράγωγο συνάρτηση της f 


(πρώτη παράγωγος) και συµβολίζεται µε f'. 


Η πρώτη παράγωγος της f συµβολίζεται και µε  
dx


df
 


 Ο παράγωγος αριθµός  της  f στο x  είναι η τιµή της παραγώγου συνάρτησης στο x . 


  
 


35.Παράγωγος σταθερής συνάρτησης 


Η σταθερή συνάρτησης u µε  u(χ) = c παραγωγίζεται στο R και έχει παράγωγο  u'(χ) = 


(c )΄=0. 


Πράγµατι, αν 0x  είναι ένα σηµείο του R, τότε για 0xx ≠  ισχύει: 0
)()(


00


0 =
−
−


=
−


−


xx


cc


xx


xfxf
. 


Εποµένως,  0
)()(


lim
0


0


0


=
−


−
→ xx


xfxf


xx ,   δηλαδή 0)( =′c .     


36. Παράγωγος ταυτοτικής συνάρτησης 


Η ταυτοτική συνάρτηση ι µε ι(χ) = χ  παραγωγίζεται στό R και έχει παράγωγο   


ι'(χ) =(χ)΄=1 


Πράγµατι, αν 0x  είναι ένα σηµείο του R, τότε για 0xx ≠  ισχύει: 1
)()(


0


0


0


0 =
−


−
=


−


−


xx


xx


xx


xfxf
. 


2010E - 2013  
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Εποµένως,    11lim
)()(


lim
0


0


0


0


==
−


−
→→ xxxx xx


xfxf
,      δηλαδή 1)( =′x .       


37 . Παράγωγος συνάρτησης f(χ) = χ
ν
  , ν ε Ν-{0,1} 


Η συνάρτηση f µε f(χ) = χ
ν
 παραγωγίζεται στο R  µε παράγωγο  


f'(χ) =(χ
ν
)΄= ν χ


ν-1
 , ν ε Ν-{0,1}. 


Πράγµατι, αν 0x  είναι ένα σηµείο του R, τότε για 0xx ≠  ισχύει: 


1


00


21


0


1


00


21


0


0


0


0


0 ))(()()( −−−
−−−


+++=
−


+++−
=


−


−
=


−


− ννν
ννννν


xxxx
xx


xxxxxx


xx


xx


xx


xfxf
L


L
, 


οπότε 


1


0


1


0


1


0


1


0


1


00


21


0
0


0


0


)(lim
)()(


lim −−−−−−−


→→
=+++=+++=


−


− ννννννν


xxxx
xνxxxxxxx


xx


xfxf
LL ,  


δηλαδή 
1)( −=′ νν xνx .       


 


38. Παράγωγος συνάρτησης f(χ) = x                                  


Η συνάρτηση f µε f(χ) = x  , παραγωγίζεται στο ( )+∞,0  µε f'(χ) =
x2


1
 


Πράγµατι, αν 0x  είναι ένα σηµείο του ),0( +∞ , τότε για 0xx ≠  ισχύει: 


( )( )
( ) ( ) 000


0


00


00


0


0


0


0 1


)()(


)()(


xxxxxx


xx


xxxx


xxxx


xx


xx


xx


xfxf


+
=


+−


−
=


+−


+−
=


−


−
=


−


−
, 


Οπότε  
00


0
0


0


0 2


11
lim


)()(
lim


xxxxx


xfxf


xxxx
=


+
=


−


−
→→ , 


δηλαδή ( )
x


x
2


1
=


′
. 


H xxf =)(  δεν είναι παραγωγίσιµη       στο 0.    


 


39. Παράγωγος συνάρτησης ηµιτόνου  


Η συνάρτηση f µε f(χ) = ηµχ είναι παραγωγίσιµη στο R µε παράγωγο  


f'(χ) = ( ηµχ )' = συνχ. 


Πράγµατι, για κάθε ∈x R  και 0≠h  ισχύει  


               h


xhxhx


h


xhx


h


xfhxf ηµηµσυνσυνηµηµ)(ηµ)()( −⋅+⋅
=


−+
=


−+
 


2005E – 2006O – 2009E – 2012O 


2002 – 2007O  
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h


h
x


h


h
x


ηµ
συν


)1συν(
ηµ ⋅+


−
⋅= . 


Επειδή 1
ηµ


lim
0


=
→ h


h


h
   και   0


1συν
lim


0
=


−
→ h


h


h
,  


έχουµε   xxx
h


xfhxf


h
συν1συν0ηµ


)()(
lim


0
=⋅+⋅=


−+
→


.  ∆ηλαδή,  xx συν)ηµ( =′ .     


 


40. Παράγωγος συνάρτησης συνηµιτόνου  


Η συνάρτηση f µε f(χ) = συνχ είναι παραγωγίσιµη στο R µε παράγωγο 


 f'(χ) = ( συνχ )' = -ηµχ. 


Πράγµατι, για κάθε ∈x R και 0≠h  ισχύει: 


h


xhxhx


h


xhx


h


xfhxf συνηµηµσυνσυνσυν)(συν)()( −⋅−⋅
=


−+
=


−+


h


h
x


h


h
x


ηµ
ηµ


1συν
συν ⋅−


−
⋅= , 


Οπότε   









⋅−










 −
⋅=


−+
→→→ h


h
x


h


h
x


h


xfhxf


hhh


ηµ
ηµlim


1συν
συνlim


)()(
lim


000
  xxx ηµ1ηµ0συν −=⋅−⋅= . 


∆ηλαδή, xx ηµ)συν( −=′ .   


 


 


41. Παράγωγοι στοιχειωδών συναρτήσεων 


Παράγωγοι στοιχειωδών συναρτήσεων 


Συνάρτηση  f Παράγωγος f΄ 
∆ιάστηµα που παραγωγίζεται η 


f 


■   f(x)=c (c) =0′  R 


■   f(x)=x (x) =1′  R 


■   f(x)=x
ν
  , ν∈   ν ν-1(x ) =νx′  R 


■   f(x)=x
κ
  ,  κ∈  -   κ κ-1(x ) =κx′  R* 


■   f(x)=x
α
  ,  α∈  -   α α-1(x ) =αx′  


[0, +∞ ) µε α>1   ,   (0, +∞ ) µε 


α<1 


     f(x)=lnx 
1


(lnx) =
x


′  (0, +∞ ) 


     f(x)=logx 
1


(logx) =
x ln10


′
⋅


 (0, +∞ ) 


■   f(x)= ln|x| 
1


(ln|x|) =
x


′  R* 


■   f(x)= x  
1


( x ) =
2 x


′  (0, +∞ ) 


     f(x)=e
x x x(e ) =e′  R 


■   f(x)=α
x
  ,  α>0 x x(α ) =α lnα′ ⋅  R 


■   f(x)=ηµx (ηµx) =συνx′  R 
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■   f(x)=συνx (συνx) =-ηµx′  R 


■   f(x)=εφx 
2


2


1
(εφx) = 1+εφ x


συν x
′ =  Α={x∈R/x ≠κπ+


π


2
 , κ∈  } 


     f(x)=σφx 
2


2


1
(σφx) = - (1+σφ x)


ηµ x
′ = −  Α={x∈R/x ≠κπ , κ∈  } 


     f(x)=|x| 
-1 , x 0


(|x|) = 
1 , x 0


<
′ 


>
 R* 


     f(x)=
1


x
 


2


1 1
= - 


x x


′ 
 
 


 R* 


    


 


 


 


42. Παράγωγος αθροίσµατος 


Αν οι συναρτήσεις gf ,  είναι παραγωγίσιµες στο 0x , τότε η συνάρτηση gf +  είναι 


παραγωγίσιµη στο 0x  και ισχύει: )()()()( 000 xgxfxgf ′+′=′+  


Για 0xx ≠ , ισχύει: 


0


0


0


0


0


00


0


0 )()()()()()()()())(())((


xx


xgxg


xx


xfxf


xx


xgxfxgxf


xx


xgfxgf


−


−
+


−


−
=


−


−−+
=


−


+−+
. 


Επειδή οι συναρτήσεις gf ,  είναι παραγωγίσιµες στο 0x , έχουµε: 


),()(
)()(


lim
)()(


lim
))(())((


lim 00


0


0


0
0


0


0
0


0


0


xgxf
xx


xgxg


xx


xfxf


xx


xgfxgf


xxxxxx
′+′=


−


−
+


−


−
=


−


+−+
→→→


 


∆ηλαδή   )()()()( 000 xgxfxgf ′+′=′+ .      


Το αντίστροφο του θεωρήµατος δεν ισχύει δηλαδή µπορεί η συνάρτηση f+g να είναι 


παραγωγίσιµη στο xο χωρίς υποχρεωτικά οι συναρτήσεις  f,g να είναι παραγωγίσιµη στο xο. 


 


Κανόνες παραγώγισης     (Για λόγους απλούστευσης συµβολίζουµε  f(x)→ f  , f΄(x)→ f΄ , 


g(x) →g , g΄(x) →g΄ κ.τ.λ.  


    και οι συναρτήσεις παραγωγίζονται σε ένα διάστηµα ∆)  


Παράγωγος  


αθροίσµατος 


■ (f g) f g′ ′ ′+ = +     


                              και  γενικά  
1 2 3 1 2 3


(f f f ... f ) f f f ... fν ν
′ ′ ′ ′′+ + + + = + + + +  


Παράγωγος  


διαφοράς 
(f g) f g′ ′ ′− = −  


Παράγωγος  


γινοµένου 


αριθµού επί 


(λf ) λf′ ′=   ,  λεR 


            και  γενικά   
1 1 2 2 3 3 ν ν 1 1 2 2 3 3 ν ν


(λ f +λ f +λ f + ... +λ f ) =λ f +λ f +λ f + ... +λ f′ ′ ′ ′′   


µε λi  εR , i=1,2,..,ν 
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συνάρτηση 


Παράγωγος  


γινοµένου  


(f g) f g f g′ ′ ′⋅ = ⋅ + ⋅  


                     και  γενικά 


1 2 3 1 2 1 2 1 2
(f f f ... f ) f f ... f f f ... f ... f f ... fν ν ν ν


′ ′ ′′⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ ⋅    


Παράγωγος  


δύναµης 


ν ν-1(f ) ν f f′ ′= ⋅ ⋅   ,  ν∈N 
µ µ-1(f ) µ f f′ ′= ⋅ ⋅   ,  µ∈      
α α-1(f ) α f f , α′ ′= ⋅ ⋅ ∈      (όταν  η  f


 α
  έχει   έννοια) 


Παράγωγος  


πηλίκου 


2


f g f gf


g g


′ ′ ′  ⋅ − ⋅
= 


 
    ,  g(x) ≠0 


2


g1


g g


′ ′ 
= − 


 
  , g(x) ≠0            


Σχόλιο:      Οι πράξεις µεταξύ παραγωγισίµων συναρτήσεων µας δίνουν παραγωγίσιµη 


συνάρτηση.  


Το αντίστροφο δεν ισχύει. ∆ηλαδή µπορεί το άθροισµα ή το γινόµενο ή το πηλίκο δύο 


συναρτήσεων να είναι παραγωγίσιµη συνάρτηση , αλλά καµιά από αυτές  να µην είναι 


παραγωγίσιµη 


π.χ.  Οι συναρτήσεις f(x)=1+|x|  και  g(x)=1-|x| δεν είναι παραγωγίσιµες στο 0, αλλά οι 


συναρτήσεις  


2(f+g)(x)=2  και  (f g)(x)=1-x είναι παραγωγίσιµες στο 0⋅  


Το θεώρηµα (f g) f g f g′ ′ ′⋅ = ⋅ + ⋅ επεκτείνεται και για περισσότερες από δύο συναρτήσεις. 


Έτσι, για τρεις παραγωγίσιµες συναρτήσεις ισχύει:  


( ( ) ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[( ) ] ( ) ( )f x g x h x f x g x h x f x g x h x f x g x h x′ ′= ⋅ = ⋅ + ⋅′ ′  


         [ ( ) ( ) ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x h x f x g x h x′ ′ ′= + +  


         ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x h x f x g x h x f x g x h x′ ′ ′= + + . 


43 .Παράγωγος του χ σε αρνητικό εκθέτη ν>0    
1x)x( −ν−ν− ν−=′  


Πράγµατι, για κάθε *x R∈  έχουµε: 


1


2


1


2)(


)(1)1(1
)( −−


−
− −=


−
=


′−′
=


′










=′ ν


ν


ν


ν


νν


ν


ν xν
x


xν


x


xx


x
x .      
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44. Παράγωγος συνάρτησης f(χ) = εφχ 


Η συνάρτηση f µε  f(χ) = εφχ είναι παραγωγίσιµη στο R-{x/ συνx=0}  µε παράγωγο  f'(χ) 


= (εφχ)' =
x


1
2συν


 


Πράγµατι, για κάθε 1�∈x  έχουµε:   
x


xxxx


x


xxxx


x


x
x


22 συν


ηµηµσυνσυν


συν


)συν(ηµσυν)ηµ(


συν


ηµ
)εφ(


+
=


′−′
=


′










=′  


            
xx


xx
22


22


συν


1


συν


ηµσυν
=


+
= .     


 


 


Παράγωγος σύνθετης συνάρτησης:  Αν η συνάρτηση g είναι παραγωγίσιµη στο x0 και η 


f είναι παραγωγίσιµη στο g(x0), τότε και η συνάρτηση f o g  είναι παραγωγίσιµη στο x0 


και ισχύει:        0 0 0(f g) (x ) f (g(x )) g (x )′ ′ ′= ⋅o  


                  Αν η συνάρτηση g είναι παραγωγίσιµη στο ∆  και η f είναι παραγωγίσιµη στο 


g(∆), 


                                τότε και η συνάρτηση f o g  είναι παραγωγίσιµη στο ∆ και ισχύει: 


Παράγωγος  


σύνθεσης  


συναρτήσεων 


• (f g) (x) f (g(x)) g (x)o ′ ′ ′= ⋅   


• (f (g(x)) f (g(x)) g (x)′ ′ ′= ⋅     (άλλη γραφή)  


•  Αν  u=g(x) τότε  (f (u)) f (u) u′ ′ ′= ⋅  


•  Aν  y=f(u) και u=g(x)   τότε  
dy dy du


=
dx du dx


⋅       ( κανόνας της αλυσίδας ) 


•  Γενικά αν  1 2 3y=f(u (u (u ..... u(x)) .... )))  τότε 1 2


1 2 3


du dudy dy du
....


dx du du du dx
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅   


 


Παράγωγοι  βασικών  συνθέτων συναντήσεων 
ν ν-1(f ) =νf f′ ′⋅      ,  νεΝ α α-1(f ) =αf f′ ′⋅     ,  αεR 


( f )′ =
f


2 f


′
                  


µ µ
1µ


ν ν ν
µ


f f f f
ν


−
′ 


′= = ⋅  
 


 


(ηµf) =συνf f′ ′⋅  ν ν-1(ηµ f) =ν ηµ f (ηµf)′ ′⋅ ⋅  


(συνf) =-ηµf f′ ′⋅  ν ν-1(συν f) =ν συν f (ηµf)′ ′⋅ ⋅  


2


2


1
(εφf) = f = (1+εφ f ) f


συν f
′ ′ ′⋅ ⋅  ν ν-1(εφ f) =ν εφ f (εφf)′ ′⋅ ⋅  


2


2


1
(σφf) = - f  = -(1+σφ f ) f


ηµ f
′ ′ ′⋅ ⋅  ν ν-1(σφ f) =ν σφ f (σφf)′ ′⋅ ⋅  


f f(e ) =e f′ ′⋅  f f(α ) =α ln α f′ ′⋅ ⋅  
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1
(lnf) = f


f
′ ′⋅                           ,           


1
(ln|f|) = f


f
′ ′⋅  ν 1(ln f) =ν ln f (ln f )ν−′ ′⋅ ⋅                  


1
(logf) = f


f ln10
′ ′⋅


⋅
     ν 1(log f) = log f (log f )ν−′ ′ν ⋅  


Προσοχή !                ( )f lnh f lnh f f(h )   = e  =  e (lnh f)   =  h (lnh f)   =  ... ⋅ ⋅′′ ′ ′⋅ ⋅  


Σχόλια 
Γενικά, αν µια συνάρτηση g είναι παραγωγίσιµη σε ένα διάστηµα ∆ και η  f  είναι 


παραγωγίσιµη στο g( )∆ , τότε η συνάρτηση f go  είναι παραγωγίσιµη στο ∆ και ισχύει 


( ( ( ))) ( ( )) ( )′ ′ ′= ⋅f g x f g x g x . 


∆ηλαδή, αν ( )=u g x , τότε  ( ( )) ( )′ ′ ′= ⋅f u f u u . Με το συµβολισµό του Leibniz, αν y f(u)=  και 


u g(x)= , έχουµε τον τύπο = ⋅
dy dy du


dx du dx
 που είναι γνωστός ως κανόνας της αλυσίδας. Το 


σύµβολο 
dy


dx
 δεν είναι πηλίκο. Στον κανόνα της αλυσίδας απλά συµπεριφέρεται ως πηλίκο, 


πράγµα που ευκολύνει την αποµνηµόνευση του κανόνα. 


 45. Παράγωγος συνάρτησης f(x) = x
α
  , α ε R 


Η συνάρτηση f µε f(x)  = x
α
  , α ε R παραγωγίζεται στο π.ο της µε f '(x) = α x


α-1
  ,  


εκτός από το 0 όταν 0 < α < 1. 


Πράγµατι, αν 
xαα exy ln==  και θέσουµε xαu ln= , τότε  έχουµε 


uey = . Εποµένως, 


1ln 1
)( −=⋅=⋅⋅=′⋅=′=′ ααxαuu xα


x


α
x


x
αeueey . 


 


46. Παράγωγος συνάρτησης f(x) = α
x 
, α>0 


Η συνάρτηση f µε  f(x) = α
x 
, είναι παραγωγίσιµη στο R µε παράγωγο  


f '(x) = (α
x
)' = α


x
lnα 


Πράγµατι, αν 
αxx eαy ln==  και θέσουµε αxu ln= , τότε έχουµε 


uey = . Εποµένως,


αααeueey
xαxuu


lnln)(
ln =⋅=′⋅=′=′ . 


 


47. Παράγωγος συνάρτησης f(x) = ln x  


Η συνάρτηση f µε  f(x) = ln x  είναι παραγωγίσιµη στο R
*
 µε παράγωγο  


f '(x) = (ln x )' =
x
1


 


Πράγµατι
.
  


— αν  0>x ,  τότε 
x


xx
1


)(ln)||(ln =′=′ ,    ενώ  


2008  
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— αν  0<x ,  τότε )ln(||ln xx −= , οπότε, αν θέσουµε  )ln( xy −=  και xu −= , έχουµε 


uy ln= . Εποµένως,    
xx


u
u


uy
1


)1(
1


 
1


)(ln =−
−


=′⋅=′=′  


και άρα x
x


1
)||(ln =′ . 


48. Αν δύο µεταβλητά µεγέθη x, y συνδέονται µε τη σχέση y=f(x), τι ονοµάζουµε ρυθµό 


µεταβολής του y ως προς το x στο σηµείο 


Αν δύο µεταβλητά µεγέθη x, y συνδέονται µε τη σχέση y = f (x) , όταν f είναι µια συνάρτηση 


παραγωγίσιµη στο  x 0, τότε ονοµάζουµε ρυθµό µεταβολής του y ως προς το xστο σηµείο 


x0 την παράγωγο  f ′ (x 0)  . 


Σχόλιο 


Κάθε πολυώνυµο περιττού βαθµού µε όρια στα άκρα έχει τουλάχιστον µία ρίζα. 


Σχόλια 
α) Ο ρυθµός µεταβολής της ταχύτητας υ ως προς το χρόνο t τη χρονική στιγµή to είναι η 


παράγωγος υ’(to), της ταχύτητας υ ως προς το χρόνο t τη χρονική στιγµή to. Η παράγωγος 


υ’(to) λέγεται επιτάχυνση του κινητού τη χρονική στιγµή to και συµβολίζεται µε α(to), 


δηλαδή: α(to)= υ’(to)=S’’(to). 


β) Στην οικονοµία το κόστος παραγωγής Κ, η είσπραξη Ε και το κέρδος Ρ εκφράζονται 


συναρτήσει της ποσότητας x του παραγόµενου προϊόντος. Έτσι, η παράγωγος Κ’(xo) 


παριστάνει το ρυθµό µεταβολής του κόστους Κ ως προς την ποσότητα x, όταν x=xo και 


λέγεται οριακό κόστος στο xo. Ανάλογα, ορίζονται και οι έννοιες οριακή είσπραξη στο xo 


και οριακό κέρδος στο xo. 


 


49.Να διατυπώσετε το θεώρηµα του Rolle και να το εξηγήσετε γεωµετρικά 


Αν µία συνάρτηση f είναι  


Συνεχής στο [ ]βα ,  


Παραγωγίσιµη στο (α, β) 


f(α)=f(β) 


τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον ξε(α, β) τέτοιο ώστε: f’(ξ)=0.  


Παρατηρήσεις 


• Γεωµετρικά αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει 


ένα τουλάχιστον ξε(α, β) τέτοιο ώστε η 


εφαπτόµενη της Cf στο Μ(ξ,f(ξ)) να είναι 


παράλληλη στον x´x. 


• Το θεώρηµα Rolle εξασφαλίζει την 


ύπαρξη ρίζας της πρώτης παραγώγου σ’ 


ένα διάστηµα (α, β) χωρίς όµως και να µας 1. 


 y


 O  x β ξ΄ ξ α


 Μ(ξ,f (ξ))


 Β(β,f (β))
 Α(α,f (α))


18


 


2007E  
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λέει ποια είναι η ρίζα. 


• Αν δεν ισχύει η µία τουλάχιστον από τις τρεις προϋποθέσεις του θεώρηµα Rolle στο 


[ ]βα ,  τότε δεν εφαρµόζεται το θεώρηµα Rolle. 


• Αν µια συνάρτηση f δεν ικανοποιεί όλες τις προϋποθέσεις του θεώρηµα Rolle στο  


[ ]βα ,  τότε αυτό δεν σηµαίνει ότι δεν υπάρχει οπωσδήποτε και ρίζα της f’ στο (α, β). 


 


50.   Να διατυπώσετε το θεώρηµα Μέσης Τιµής και να το εξηγήσετε γεωµετρικά 
Αν µία συνάρτηση f είναι 


• Συνεχής στο κλειστό διάστηµα [ ]βα ,  


• Παραγωγίσιµη στο ανοικτό διάστηµα (α, β) 


       Τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον ξε(α, β) τέτοιο ώστε: f’(ξ)=
( ) ( )


αβ
β


−
− aff


 


 


 Παρατήρηση 
 Γεωµετρικά αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον 


ξε(α, β) τέτοιο ώστε η     εφαπτοµένη της Cf  στο Μ(ξ,f(ξ)) 


να είναι παράλληλη στην ευθεία ΑΒ όπου Α(α,f(α)) και 


Β(β,f(β)).  


 


51. Ποιες οι συνέπειες του θεωρήµατος της Μέσης Τιµής 


Έστω µια συνάρτηση f ορισµένη σε ένα διάστηµα ∆. Αν  


• Η f είναι συνεχής στο ∆ και  


• f’(x)=0 για κάθε εσωτερικό σηµείο x του ∆ 


τότε η f είναι σταθερή σε όλο το διάστηµα ∆. 


Αρκεί να αποδείξουµε ότι για οποιαδήποτε ∆xx ∈21 ,  ισχύει )()( 21 xfxf = . Πράγµατι 


• Αν 21 xx = , τότε προφανώς )()( 21 xfxf = . 


• Αν 21 xx < , τότε στο διάστηµα ],[ 21 xx  η  f  ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήµατος 


µέσης τιµής. Εποµένως, υπάρχει ),( 21 xxξ ∈  τέτοιο, ώστε 


        
12


12 )()(
)(


xx


xfxf
ξf


−


−
=′ .           (1) 


Επειδή το ξ είναι εσωτερικό σηµείο του ∆, ισχύει 0)( =′ ξf ,οπότε, λόγω της (1), είναι 


)()( 21 xfxf = . Αν 12 xx < , τότε οµοίως αποδεικνύεται ότι )()( 21 xfxf = .  


Σε όλες, λοιπόν,  τις περιπτώσεις είναι )()( 21 xfxf = .       


 


52. Έστω δύο συναρτήσεις f, g ορισµένες σε ένα διάστηµα ∆. Αν  


• οι f, g είναι συνεχείς στο ∆ και 


• f΄(x)=g΄(x) για κάθε εσωτερικό σηµείο x του ∆, τότε υπάρχει σταθερά c 


τέτοια ώστε για κάθε xε∆ να ισχύει f(x)=g(x)+c. 


 


 Β(β,f (β)) 


 β  ξ΄  ξ  a  x 


 y 


 Ο 


 M(ξ,f (ξ)) 


 A(a,f (a)) 


20 


 


2003 – 2008E - 2013 


2016 – 2016E 


2003O – 2004E –


2009 – 2014 


2015O  
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ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 


• Η συνάρτηση gf −  είναι συνεχής στο ∆ 


και για κάθε εσωτερικό σηµείο ∆x ∈  


ισχύει 


• 0)()()()( =′−′=′− xgxfxgf . 


• Εποµένως, σύµφωνα µε το παραπάνω 


θεώρηµα, η συνάρτηση gf −  είναι 


σταθερή στο ∆. Άρα, υπάρχει σταθερά c τέτοια, ώστε για κάθε ∆x∈  να ισχύει 
cxgxf =− )()( , οπότε       cxgxf += )()( .      


 


 


53. Ισχύει η ισοδυναµία f ΄(x)=f(x)⇔ f(x)=ce
x
 


i) Για κάθε ∈x R έχουµε:  0
)()(


)(


)()()(
)(


)1(


2
=


−′
=


−′
=


′









=′
xx


xx


x
e


xfxf


e


exfexf


e


xf
xφ , 


Εποµένως, η φ είναι σταθερή στο R. 


ii) Επειδή η φ είναι σταθερή, υπάρχει ∈c R τέτοιο, ώστε cxφ =)(  για κάθε ∈x R ή, 


ισοδύναµα, c
e


xf
x


=
)(


 για κάθε ∈x R. Εποµένως   
xcexf =)(   για κάθε  ∈x R. 


Επειδή 1)0( =f , έχουµε c=1 , οπότε    
xexf =)(   για κάθε  ∈x R. 


 


Σχόλια 


Τα παραπάνω θεωρήµατα ισχύουν σε διαστήµατα και όχι σε ένωση 


διαστηµάτων. 


Αν f ΄(x)=0 για xεR* τότε είναι λάθος να πούµε ότι  f(x)=c για xεR*. 


 


54 . Παράγωγος και µονοτονία. 


Έστω µια συνάρτηση f η οποία είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆. 


. Αν f΄(χ)>0 σε κάθε εσωτερικό σηµείο χ του ∆, τότε η f είναι γνησίως αύξουσα σε όλο το 


∆ 


. Αν f΄(χ)<0 σε κάθε εσωτερικό σηµείο χ του ∆, τότε η f είναι γνησίως φθίνουσα σε όλο 


το ∆ 


• Αποδεικνύουµε το θεώρηµα στην περίπτωση που είναι 0)( >′ xf . 


Έστω ∆xx ∈21 ,  µε 21 xx < . Θα δείξουµε ότι )()( 21 xfxf < . Πράγµατι, στο διάστηµα 


],[ 21 xx  η  f  ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ. Εποµένως, υπάρχει ),( 21 xxξ ∈  τέτοιο, 


ώστε 
12


12 )()(
)(


xx


xfxf
ξf


−


−
=′ , οπότε έχουµε ))(()()( 1212 xxξfxfxf −′=−  


• 


 y


 O  x


 y=g(x)+c


 y=g(x)


22


 


2006 –  2012 


2014O  - 2017 
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Επειδή 0)( >′ ξf  και 012 >− xx , έχουµε 0)()( 12 >− xfxf , οπότε )()( 21 xfxf < . 


• Στην περίπτωση που είναι 0)( <′ xf  εργαζόµαστε αναλόγως.      


 


Σχόλιο 


Το αντίστροφο του παραπάνω θεωρήµατος δεν ισχύει. 
∆ηλαδή αν η συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα στο ∆, η 


παραγωγός της δεν είναι υποχρεωτικά θετική στο εσωτερικό του 


∆ , µπορεί να είναι και µηδέν. 


Για παράδειγµα, η συνάρτηση 3)( xxf = , αν και είναι γνησίως 


αύξουσα στο R, εντούτοις έχει παράγωγο 23)( xxf =  η οποία δεν 


είναι θετική σε όλο το R, αφού 0)0( =′f . Ισχύει όµως 0)( ≥′ xf  για κάθε ∈x R. ∆ηλαδή αν f 


γνησίως αύξουσα τότε ίσως f(x)≥0. 


 


 


 x 


 y=x3 


 y 


 Ο 
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Πίνακας Αρχικών Συναρτήσεων 
Συνάρτηση f                            Μια αρχική της f 


f(x)=0                                        F(x)=c,  c σταθερά 


f(x)=c                                        F(x)=cx 


f(x)=x
v
 v ε Ν*, x ε R


 
                F(x)=


1


1


+


+


v


x v


 


f(x)=x
α
  α ε R-{ }1− x>0             F(x)=


1


1


+


+


α


αx
 


f(x)=
x


1
, x>0 ή x<0                   F(x)=1n x  


f(x)=ηµx                                   F(x)=-συνx 


f(x)=συνx                                  F(x)=ηµx 


f(x)=
x2


1


συν
                               F(x)=εφx 


f(x)=
x2


1


ηµ
−                                F(x)=σφx   


f(x)=e
x
                                       F(x)=e


x
  


f(x)=κ
x
  0<k 1≠                          F(x)=


nk1


1
 k


x
 


f(x)=ηµg(x) g΄(x)                      F(x)=-συνg(x) 


f(x)=συνg(x) g΄ (x)                   F(x)=ηµg(x) 


f(x)=
( )


( )xg


xg
2


'


συν
 
                          F(x)=εφg(x) 


f(x)=
( )
( )xg


xg
2


'


ηµ
 
                            F(x)=σφg(x) 


f(x)=e
g(x)


g΄(x)                            F(x)=e
g(x)      


  


f(x)=k
g(x)


g΄(x) 0<k 1≠                F(x)=
nk1


1
 k


g(x) 


f(x)=
)(2


)('


xg


xg
                              F(x)= )(xg  


f(x)=
)(


)('


xg


xg
                                  F(x)=ln )(xg  


f(x)=g΄ (x)g
ν
(x)                          F(x)=


1


)(1


+


+


v


xg v


  


f(x)=g΄ (x)+n΄ (x)                      F(x)=g(x)+n(x) 


f(x)=g΄ (x)n(x)+g(x)n΄ (x)        F(x)=g(x)n(x) 


f(x)=
)(


)(')()()('
2 xn


xnxgxnxg −
           F(x)=


)(


)(


xn


xg
 


 


55. Πότε  µια συνάρτηση παρουσιάζει τοπικό µέγιστο στο xo εΑ 
Μια συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού το Α, θα λέµε ότι παρουσιάζει στο χοεΑ τοπικό µέγιστο, 


όταν υπάρχει δ>0 τέτοιο ώστε f(χ)≤  f(χ0) για κάθε   


β+α
α


→
β+α


α
ηµα


→συνα


α
συνα−


→ηµα


α
→


α
α


xln
k


x


k


x
x


x
x


e
e


x
x


 


g'h


e/


gf'f


h


=οπου


µεζωπολ


+


ορφηΜ


 


2012  


2015  
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χεΑ∩ (χ0-δ, χ0+δ). 


Το χ0 λέγεται θέση ή σηµείο τοπικού µεγίστου, ενώ το f(χ0) τοπικό µέγιστο της f. 


 


56.Πότε  µια συνάρτηση παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο στο xo ε Α 
Μια συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού το Α, θα λέµε ότι παρουσιάζει στο χοεΑ τοπικό ελάχιστο, 


όταν υπάρχει δ>0 τέτοιο ώστε f(χ)≥  f(χ0) για κάθε  χεΑ∩ (χ0-δ, χ0+δ). 


Το χ0 λέγεται θέση ή σηµείο τοπικού ελαχίστου,ενώ το f(χ0) τοπικό ελάχιστο της f.  


Σχόλιο 
α)  Τα τοπικά µέγιστα και τοπικά ελάχιστα της  f  λέγονται τοπικά ακρότατα αυτής, ενώ τα 


σηµεία στα οποία η  f  παρουσιάζει τοπικά ακρότατα λέγονται θέσεις τοπικών ακροτάτων. 


Το µέγιστο και το ελάχιστο της  f  λέγονται ολικά ακρότατα ή απλά ακρότατα αυτής. 


β) Ένα τοπικό µέγιστο µπορεί να είναι µικρότερο από ένα τοπικό ελάχιστο.  


γ ) Αν µια συνάρτηση f παρουσιάζει µέγιστο, τότε αυτό θα είναι το µεγαλύτερο από τα 
τοπικά µέγιστα, ενώ αν παρουσιάζει, ελάχιστο, τότε αυτό θα είναι το µικρότερο από τα 


τοπικά ελάχιστα.  


δ) Το µεγαλύτερο όµως από τα τοπικά µέγιστα µίας συνάρτησης δεν είναι πάντοτε 
µέγιστο αυτής. Επίσης το µικρότερο από τα τοπικά ελάχιστα µίας συνάρτησης δεν είναι 


πάντοτε  ελάχιστο της συνάρτησης. 


 


57. Να διατυπώσετε το θεώρηµα του Fermat και να το αποδείξετε: 
Έστω µια συνάρτηση f ορισµένη σ’ένα διάστηµα ∆ και χ0 ένα εσωτερικό σηµείο του ∆. 


Αν η f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο χ0 και είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο αυτό, τότε:   


f΄(χ0)=0 


ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 


Ας υποθέσουµε ότι η  f  παρουσιάζει στο 0x  τοπικό µέγιστο. Επειδή το 0x  είναι εσωτερικό 


σηµείο του ∆ και η  f  παρουσιάζει σ’ αυτό τοπικό µέγιστο, υπάρχει 0>δ  τέτοιο, ώστε 


∆δxδx ⊆+− ),( 00         και    )()( 0xfxf ≤ , για κάθε ),( 00 δxδxx +−∈ .     (1) 


Επειδή, επιπλέον, η  f  είναι παραγωγίσιµη στο 0x , ισχύει


0


0


00


0


0


0


)()(
lim


)()(
lim)(


xx


xfxf


xx


xfxf
xf


xxxx −


−
=


−


−
=′


+→−→
. Εποµένως, 


— αν ),( 00 xδxx −∈ , τότε, λόγω της (1), θα είναι  0
)()(


0


0 ≥
−


−


xx


xfxf
, οπότε θα έχουµε 


  0
)()(


lim)(
0


0


0


0 ≥
−


−
=′


−→ xx


xfxf
xf


xx
           (2) 


— αν ),( 00 δxxx +∈ , τότε, λόγω της (1), θα είναι  0
)()(


0


0 ≤
−


−


xx


xfxf
, οπότε θα έχουµε 


   0
)()(


lim)(
0


0


0


0 ≤
−


−
=′


+→ xx


xfxf
xf


xx
.           (3) 


2004 – 2011 – 2016E – 2017E -2017O 
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Έτσι, από τις (2) και (3) έχουµε 0)( 0 =′ xf . 


Η απόδειξη για τοπικό ελάχιστο είναι ανάλογη.       


 


Γεωµετρική ερµηνεία 


Αν η f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο σηµείο ∈ α β
o


x ( , )  και είναι παραγωγίσιµη στο 


xo, τότε η εφαπτοµένη της  Cf στο σηµείο Μ(xo, f(xo)) είναι παράλληλη στον άξονα 


x x′ . 


 


Το αντίστροφο του παραπάνω θεωρήµατος δεν ισχύει  π.χ  f(x)=x
3
 . 


Μπορεί 0)( 0 =′ xf χωρίς στο xo να παρουσιάζει τοπικό ακρότατο. 


Παρατηρήσεις 


� Ένα τοπικό µέγιστο µπορεί να είναι µικρότερο από ένα τοπικό ελάχιστο. 


� Το µέγιστο είναι τοπικό ακρότατο, το αντίστροφο δεν ισχύει πάντα. 


� Το µέγιστο είναι µεγαλύτερο από τα τοπικά µέγιστα. 


� Το µεγαλύτερο από τα τοπικά µέγιστα δεν είναι πάντα µέγιστο. 


� Αν xo εσωτερικό του ∆ και παρουσιάζει τοπικό ακρότατο τότε f΄(xo)=0. 


Είναι Λάθος γιατί δεν γνωρίζουµε ότι είναι παραγωγίσιµη. 


� Αν xo ε ∆ και παρουσιάζει τοπικό ακρότατο και παραγωγίσιµη τότε f΄(xo)=0. 


Είναι Λάθος γιατί µπορεί να είναι άκρο κλειστού διαστήµατος. 


 


Σχόλιο 
Σύµφωνα µε το προηγούµενο θεώρηµα, τα εσωτερικά σηµεία του ∆ στα οποία η f΄είναι 


διαφορετική από το µηδέν, δεν είναι θέσεις τοπικών ακροτάτων µιας συνάρτησης f σ’ ένα 


διάστηµα ∆  


είναι: 


πιθανές θέσεις τοπικών ακροτάτων 
1. Τα εσωτερικά σηµεία του ∆ στα οποία η παράγωγος της f µηδενίζεται. 


2. Τα εσωτερικά σηµεία του ∆ στα οποία η f δεν παραγωγίζεται. 


3. Τα άκρα του ∆ (αν ανήκουν στο πεδίο ορισµού της)   


 


58. Τι ονοµάζεται κρίσιµο σηµείο µιάς συνάρτησης 


Τα εσωτερικά σηµεία του ∆ στα οποία η f δεν παραγωγίζεται ή η παράγωγός της είναι ίση µε 


το µηδέν, λέγονται κρίσιµα σηµεία της f στο διάστηµα ∆. 


Σχόλιο 
Όλα τα κρίσιµα σηµεία δεν είναι θέσεις πάντα τοπικών ακροτάτων. 


 


Παρατήρηση 
Πώς βρίσκουµε τα ολικά ακρότατα σε µια συνεχή συνάρτηση f σε ένα κλειστό διάστηµα; 


Απάντηση  


Αν µια συνάρτηση  f  είναι συνεχής σ’ ένα κλειστό διάστηµα [ , ]α β , όπως γνωρίζουµε από το 


Θεώρηµα µέγιστης και ελάχιστης τιµής, η  f  παρουσιάζει µέγιστο και ελάχιστο. Για την 


2013E  
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εύρεση του µέγιστου και ελάχιστου της συνάρτησης f σε ένα κλειστό διάστηµα εργαζόµαστε 


ως εξής: 


1. Βρίσκουµε τα κρίσιµα σηµεία της f. 


2. Υπολογίζουµε τις τιµές της  f  στα σηµεία αυτά και στα άκρα των διαστηµάτων. 


3. Από αυτές τις τιµές η µεγαλύτερη είναι το µέγιστο και η µικρότερη το ελάχιστο της f. 


 


59.ΘΕΩΡΗΜΑ 


Έστω µια συνάρτηση  f  παραγωγίσιµη σ’ ένα διάστηµα ),( βα , µε εξαίρεση ίσως ένα σηµείο 


του 0x , στο οποίο όµως η  f  είναι συνεχής. 


i) Αν 0)( >′ xf  στο ),( 0xα  και 0)( <′ xf  στο ),( 0 βx , τότε το )( 0xf  είναι τοπικό µέγιστο της  


f.    


 ii) Αν 0)( <′ xf  στο ),( 0xα  και 0)( >′ xf  στο ),( 0 βx , τότε το )( 0xf  είναι τοπικό ελάχιστο 


της  f.    


iii) Aν η )(xf ′  διατηρεί πρόσηµο στο ),(),( 00 βxxα ∪ , τότε το )( 0xf  δεν είναι τοπικό 


ακρότατο και η  f  είναι γνησίως µονότονη στο ),( βα .  


ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 


  i) Eπειδή 0)( >′ xf  για κάθε ),( 0xαx ∈  και η  f  είναι συνεχής στο 0x , η  f  είναι γνησίως 


αύξουσα στο ],( 0xα . Έτσι έχουµε    )()( 0xfxf ≤ ,  για κάθε  ],( 0xαx∈ . (1) 


Επειδή 0)( <′ xf  για κάθε ),( 0 βxx∈  και η  f  είναι συνεχής στο 0x , η  f  είναι γνησίως 


φθίνουσα στο ),[ 0 βx . Έτσι έχουµε:   )()( 0xfxf ≤ ,  για κάθε  ),[ 0 βxx ∈    (2) 


 y


 O


 f (x0)


 f ΄<0
 f ΄>0


 β a  x0  x
                           


 y


 O


 f ΄<0
 f ΄>0


 β a  x0  x


35a


 f (x0)


 


Εποµένως, λόγω των (1) και (2), ισχύει: 
)()( 0xfxf ≤ ,  για κάθε  ),( βαx∈ , 


που σηµαίνει ότι το )( 0xf  είναι µέγιστο της  f  στο ),( βα  και άρα τοπικό µέγιστο αυτής. 


 ii) Εργαζόµαστε αναλόγως. 


2012E - 2016  


2014E  
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 y


 O


 f ΄<0


 f ΄>0


 β a  x0  x
                            


 y


 O


 f ΄<0  f ΄>0


 β a  x0  x


35β


 


iii) Έστω ότι  0)( >′ xf ,  για κάθε  ),(),( 00 βxxαx ∪∈ . 


 y


 O


 f ΄>0


 f ΄>0


 β a  x0  x
                            


 y


 O


 f ΄>0


 f ΄>0


 β a  x0  x


35γ


 


Επειδή η  f  είναι συνεχής στο 0x  θα είναι γνησίως αύξουσα σε κάθε ένα από τα διαστήµατα 


],( 0xα  και ),[ 0 βx . Εποµένως, για 201 xxx <<  ισχύει )()()( 201 xfxfxf << . Άρα το )( 0xf  


δεν είναι τοπικό ακρότατο της  f. Θα δείξουµε, τώρα, ότι η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο 


),( βα . Πράγµατι, έστω ),(, 21 βαxx ∈  µε 21 xx < . 


— Αν ],(, 021 xαxx ∈ , επειδή η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο ],( 0xα , θα ισχύει )()( 21 xfxf < . 


— Αν ),[, 021 βxxx ∈ , επειδή η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο ),[ 0 βx , θα ισχύει )()( 21 xfxf < . 


— Τέλος, αν 201 xxx << , τότε όπως είδαµε )()()( 201 xfxfxf << .  


Εποµένως, σε όλες τις περιπτώσεις ισχύει )()( 21 xfxf < , οπότε η  f  είναι γνησίως αύξουσα 


στο ),( βα . 


Οµοίως, αν 0)( <′ xf  για κάθε ),(),( 00 βxxαx ∪∈ . 


 


Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής σ’ένα κλειστό διάστηµα [α,β], όπως γνωρίζουµε η f 


παρουσιάζει µέγιστο και ελάχιστο. 


Για την εύρεση του µεγίστου και ελαχίστου εργαζόµαστε ως εξής: 


1. Βρίσκουµε τα κρίσιµα σηµεία της f. 


2. Υπολογίζουµε τις τιµές της f στα σηµεία αυτά και στα άκρα των διαστηµάτων. 


3. Από αυτές τις τιµές η µεγαλύτερη είναι το µέγιστο και η µικρότερη το ελάχιστο της f. 
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60. Ποια η γεωµετρική ερµηνεία της κυρτότητας. 


Ας θεωρήσουµε τώρα τις γραφικές παραστάσεις των παρακάτω συναρτήσεων στο διάστηµα 


),0[ ∞+ .  (a)


 x


 y


 +


 Ο


 y=x2


 Καθώς το x αυξάνεται


 η εφαπτοµένη  της  Cf


 στρέφεται  κατά τη θε-


 τική φορά                   


 y x=


 x


 y


 Ο


39


 −


 (β)


 Καθώς το x αυξάνεται


 η εφαπτοµένη της Cg


 στρέφεται  κατά  την


 αρνητική φορά  


Παρατηρούµε ότι καθώς το x αυξάνεται: 


— η κλίση )(xf ′  της fC  αυξάνεται, δηλαδή η f ′  είναι γνησίως αύξουσα στο ),0[ ∞+ , ενώ 


— η κλίση της )(xg ′  της gC  ελαττώνεται, δηλαδή η g ′  είναι γνησίως φθίνουσα στο ),0[ ∞+ . 


Στην πρώτη περίπτωση λέµε ότι η συνάρτηση  f  στρέφει τα κοίλα προς τα άνω στο ),0[ ∞+ , 


ενώ στη δεύτερη περίπτωση λέµε ότι η g στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω στο ),0[ ∞+ . 


 


 


61. Έστω µια συνάρτηση f συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ και παραγωγίσιµη στο 


εσωτερικότου ∆, πότε θα λέµε ότι η f στρέφει τα κοίλα προς τα άνω και πότε προς τα 


κάτω; 


Έστω µία συνάρτηση  f  σ υ ν ε χ ή ς  σ’ ένα διάστηµα ∆ και π α ρ α γ ω γ ί σ ι µ η  στο  ε σ 


ω τ ε ρ ι κ ό  του ∆. Θα λέµε ότι: 


• Η συνάρτηση  f  στρέφει τα κοίλα προς τα άνω ή είναι κυρτή στο ∆, αν η f ′  είναι 


γνησίως αύξουσα στο  ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  του ∆. 


 


• Η συνάρτηση  f  στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω ή είναι κοίλη στο ∆, αν η f ′  είναι 


γνησίως φθίνουσα στο  ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  του ∆. 


 


ΣΧΟΛΙΟ 


Αποδεικνύεται ότι, αν µια συνάρτηση f είναι κυρτή (αντιστοίχως κοίλη) σ’ ένα 


διάστηµα ∆, τότε η εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης της f σε κάθε σηµείο του ∆ 


βρίσκεται “κάτω” (αντιστοίχως “πάνω”) από τη γραφική της παράσταση , µε εξαίρεση 


το σηµείο επαφής τους. 


 Σχόλιο 


Για να δηλώσουµε στον πίνακα µεταβολών ότι µια συνάρτηση  f  είναι κυρτή 


χρησιµοποιούµε το συµβολισµό  (αντιστοίχως κοίλη χρησιµοποιούµε ). 


 


2006 – 2011O  


2010 – 2014  
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62. ΘΕΩΡΗΜΑ 


Έστω µια συνάρτηση f συνεχής σ’ένα διάστηµα ∆ και δυο φορές παραγωγίσιµη στο 


εσωτερικό του ∆. 


. Αν f΄΄(χ)>0 για κάθε εσωτερικό σηµείο χ του ∆, τότε η f είναι κυρτή στο ∆. 


. Αν f΄΄(χ)<0 για κάθε εσωτερικό σηµείο χ του ∆, τότε η f είναι κοίλη στο ∆. 


 


Το αντίστροφο του παραπάνω θεωρήµατος δεν ισχύει  π.χ  f(x)=x
4
 .  


∆ηλαδή η f µπορεί να είναι κυρτή όµως µπορεί να είναι f΄΄(x)≥0. 


Επειδή η 3( ) 4f x x′ =  είναι γνησίως αύξουσα στο R  η 4( )f x x=  είναι 


κυρτή στοR. Εντούτοις, η ( )f x′′  δεν είναι θετική στοR, αφού (0) 0f ′′ = . 


 


 


63.Πότε το σηµείο ονοµάζεται σηµείο καµπής της γραφικής παράστασης  της f 


Έστω µια συνάρτηση  f  παραγωγίσιµη σ’ ένα διάστηµα ),( βα , µε εξαίρεση ίσως ένα σηµείο 


του  0x . Αν 


   • η  f είναι κυρτή στο ),( 0xα  και κοίλη στο ),( 0 βx , ή αντιστρόφως, και 


   • η fC  έχει εφαπτοµένη στο σηµείο ))(,( 00 xfxA , 


τότε το σηµείο ))(,( 00 xfxA  ονοµάζεται σηµείο καµπής της γραφικής παράστασης της  f. 


Σχόλιο 


Όταν το 
0 0


A(x ,f(x ))  είναι σηµείο καµπής της 
f


C , τότε λέµε ότι η f παρουσιάζει στο 
0


x  καµπή 


και το 
0


x  λέγεται θέση σηµείου καµπής. Στα σηµεία καµπής η εφαπτοµένη της 
fC  


“διαπερνά” την καµπύλη. 


 


64.  ΘΕΩΡΗΜΑ 


Αν το Α (χ0,f(χ0)) είναι σηµείο καµπής της γραφικής παράστασης της f και η f είναι δυο 


φορές παραγωγίσιµη, τότε f΄΄(χ0)=0. 


 


Το αντίστροφο του παραπάνω θεωρήµατος δεν ισχύει  π.χ  f(x)=x
4
 . 


∆ηλαδή µπορεί f ΄΄(x0)=0, χωρίς στο xo να παρουσιάζει σηµείο καµπή. 


 


Ποιες είναι οι πιθανές θέσεις σηµείων καµπής µιας συνάρτησης f σε ένα διάστηµα ∆; 


Απάντηση  


i)Τα εσωτερικά σηµεία του ∆ στα οποία η ′′f µηδενίζεται. 


ii)Τα εσωτερικά σηµεία του ∆ στα οποία δεν υπάρχει η ′′f . 


 


2017O – 2017E  
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Πώς καταλήγουµε στο ποιες από τις πιθανές θέσεις σηµείων καµπής µιας 


συνάρτησης f αποτελούν τελικά σηµεία καµπής της;  


Έστω µια συνάρτηση f oρισµένη σ’ ένα διάστηµα ( , )α β  και 
0


x ( , )∈ α β . Αν  


• η f′′  αλλάζει πρόσηµο εκατέρωθεν του 
0


x  και    


• ορίζεται εφαπτοµένη της 
f


C  στο 
0 0


A(x ,f(x )) , 


τότε το 
0 0


A(x ,f(x ))  είναι σηµείο καµπής της 
f


C . 


 


65.Πότε η ευθεία 0xx =  λέγεται κατακόρυφη ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης  


της f 


Αν ένα τουλάχιστον από τα όρια )(lim
0


xf
xx
+→


, )(lim
0


xf
xx −→


 είναι +∞  ή −∞ , τότε η ευθεία 0xx =  λέγεται 


κατακόρυφη ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης της  f. 


 


66 . Πότε η ευθεία l=y  λέγεται οριζόντια ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης της f 


στο +∞   (αντίστοιχα στο −∞  ) 


Αν l=
+∞→


)(lim xf
x


 (αντιστοίχως ))(lim l=
−∞→


xf
x


, τότε η ευθεία l=y  λέγεται οριζόντια ασύµπτωτη 


της γραφικής παράστασης της  f  στο +∞  (αντιστοίχως στο −∞ ). 


 


67 . Πότε η ευθεία y=λx+β  λέγεται ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης της f στο +∞  


(αντίστοιχα στο −∞  ) 


Η ευθεία βxλy +=  λέγεται ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης της  f  στο +∞ , 


αντιστοίχως στο −∞ , αν 


0)]()([lim =+−
+∞→


βxλxf
x


,  


αντιστοίχως 


0)]()([lim =+−
−∞→


βxλxf
x


. 


 


68.ΘΕΩΡΗΜΑ 
Η ευθεία y=λχ+β είναι ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης της f στο +∞ , αντιστοίχως στο 


-∞  


αν και µόνο αν Rλε
x


)x(f
lim


x
=


+∞→
 και ][ Rβελχ)x(flim


x
=−


+∞→
,  


Αντιστοίχως Rλε
x


)x(f
lim


x
=


−∞→
 και ][ Rεβxλ)x(flim


x
=−


−∞→
 


ΣΧΟΛΙΑ 


1. Αποδεικνύεται ότι: 


2009O  – 2010 


2015E  


2005  – 2011  
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   — Οι πολυωνυµικές συναρτήσεις βαθµού µεγαλύτερου ή ίσου του 2 δεν έχουν 


ασύµπτωτες. 


    — Οι ρητές συναρτήσεις 
)(


)(


xQ


xP
, µε βαθµό του αριθµητή )(xP  µεγαλύτερο τουλάχιστον 


κατά δύο του βαθµού του παρονοµαστή, δεν έχουν πλάγιες ασύµπτωτες. 


2. Σύµφωνα µε τους παραπάνω ορισµούς, ασύµπτωτες της γραφικής παράστασης µιας 


συνάρτησης  f  αναζητούµε: 


    — Στα άκρα των διαστηµάτων του πεδίου ορισµού της στα οποία η  f  δεν ορίζεται. 


    — Στα σηµεία του πεδίου ορισµού της, στα οποία η  f  δεν είναι συνεχής. 


    — Στο +∞ , −∞ , εφόσον η συνάρτηση είναι ορισµένη σε διάστηµα της µορφής ),( +∞α , 


αντιστοίχως ),( α−∞ . 


 


 


69 . Να διατυπώσετε τους κανόνες de l’Hospital 


ΘΕΩΡΗΜΑ 1ο (µορφή 
0


0 ) 


Αν 0)(lim
0


=
→


xf
xx


, 0)(lim
0


=
→


xg
xx


, },{0 ∞+−∞∪∈�x  και υπάρχει το 
)(


)(
lim


0 xg


xf


xx ′


′
→


 (πεπερασµένο ή άπειρο), 


τότε: 


)(


)(
lim


)(


)(
lim


00 xg


xf


xg


xf


xxxx ′


′
=


→→
. 


ΘΕΩΡΗΜΑ 2ο (µορφή 
∞+


+∞
) 


Αν +∞=
→


)(lim
0


xf
xx


, +∞=
→


)(lim
0


xg
xx


, },{x0 ∞+−∞∪∈ R  και υπάρχει το 
)(


)(
lim


0 xg


xf


xx ′


′
→  


(πεπερασµένο ή άπειρο), τότε:
 )(


)(
lim


)(


)(
lim


00 xg


xf


xg


xf


xxxx ′
′


=
→→


. 


 


ΣΧΟΛΙΑ ΓΙΑ ΤΗΝ ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ 
Η µελέτη της µονοτονίας µιας συνάρτησης γίνεται ως εξής: 


1. Βρίσκουµε τη πρώτη παράγωγο της συνάρτησης. 


2. Βρίσκουµε το πρόσηµο της πρώτης παραγώγου. 


3. Στα διαστήµατα που η πρώτη παράγωγο είναι θετική η συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα, 


ενώ στα διαστήµατα που είναι αρνητική είναι γνησίως φθίνουσα. 


 


ΣΧΟΛΙΑ ΓΙΑ ΤΑ ΑΚΡΟΤΑΤΑ 
Για την εύρεση των τοπικών ακροτάτων µιας συνάρτησης f εργαζόµαστε ως εξής: 


1. Βρίσκουµε την f’ 


2. Βρίσκουµε τις ρίζες της f’ 
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3. Βρίσκουµε το πρόσηµο της f’ 


4. Αν χ0 είναι ρίζα της f’ κι αριστερά του χ0 το πρόσηµο της f’ είναι (+) και δεξιά (-), τότε η f 


παρουσιάζει στο χ0 τοπικό µέγιστο το f(χ0). 


5. Αν χ0 είναι ρίζα της f’ κι αριστερά του χ0  το πρόσηµο της f’΄είναι (-) και δεξιά (+), τότε η 


f παρουσιάζει στο χ0 τοπικό ελάχιστο το f(χ0). 


6. Αν εκατέρωθεν του χ0 η f’ δεν αλλάζει πρόσηµο τότε στο χ0 η f δεν παρουσιάζει 


ακρότατο. 


7. Η αναζήτηση των σηµείων του πεδίου ορισµού στα οποία µια συνάρτηση f παρουσιάζει 


τοπικά ακρότατα γίνεται: 


. Στις ρίζες της f’ 


. Στα σηµεία του π.ο. που η f δεν παραγωγίζεται 


. Στα άκρα των κλειστών διαστηµάτων που απαρτίζουν το π.ο. 


 


Παρατηρήσεις για τις παραµετρικές στα ακρότατα 


Αν σε µια άσκηση µας ζητούν να βρεθούν οι παραµετρικοί ώστε στο χ0 να παρουσιάζει 


ακρότατο  εργαζόµαστε ως εξής: 


. Αρχικά αναφέρουµε ότι η f είναι παραγωγίσιµη. 


. Για να έχει στο χ0 σηµείο ακρότατο η f πρέπει f ΄(χ0)=0 και εκατέρωθεν του χ0 η f ΄ να 


αλλάζει πρόσηµο. 


. Αφού βρούµε τις παραµέτρους εκµεταλευόµενοι τη σχέση f΄(χ0)=0 πρέπει να 


επαληθεύσουµε τον παραπάνω περιορισµό. 


 


ΣΧΟΛΙΑ ΓΙΑ ΤΑ ΣΗΜΕΙΑ ΚΑΜΠΗΣ 
1. Βρίσκουµε την 1


η
 και την 2


η
 παράγωγο της συνάρτησης. 


2. Βρίσκουµε τις ρίζες της 2
ης


 παραγώγου 


3. Βρίσκουµε το πρόσηµο της 2
ης


 παραγώγου. Στα σηµεία που µηδενίζεται η 2
η
 παράγωγος 


κι αλλάζει πρόσηµο, η συνάρτηση παρουσιάζει καµπή. Αν χ0 είναι ένα τέτοιο σηµείο τότε το 


σηµείο καµπής είναι Μ(χ0,f(χ0)). 


 


Παρατηρήσεις για τις παραµετρικές στη καµπή 


Αν σε µια άσκηση µας ζητούν να βρεθούν οι παραµετρικοί ώστε στο χ0 να παρουσιάζει 


καµπή εργαζόµαστε ως εξής: 


. Αρχικά αναφέρουµε ότι η f είναι παραγωγίσιµη. 


. Για να έχει στο χ0 σηµείο καµπής η f πρέπει f΄΄(χ0)=0 και εκατέρωθεν του χ0 η f΄΄ να 


αλλάζει πρόσηµο. 


. Αφού βρούµε τις παραµέτρους εκµεταλευόµενοι τη σχέση f΄΄(χ0)=0 πρέπει να 


επαληθεύσουµε τον παραπάνω περιορισµό. 


 


ΜΕΛΕΤΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
1. Βρίσκουµε το πεδίο ορισµού 


2. Εξετάζουµε αν η συνάρτηση είναι άρτια ή περιττή. 


Αν είναι άρτια, η γραφική της παράσταση έχει άξονα συµµετρίας τον yy’, ενώ αν είναι 


περιττή, έχει κέντρο συµµετρίας την αρχή 0 των αξόνων. 
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3. Εξετάζουµε αν η συνάρτηση είναι περιοδική µε περίοδο Τα τότε η µελέτη αυτής γίνεται 


σε διάστηµα του πλάτους Τ. 


4. Εξετάζουµε τη συνάρτηση ως προς τη συνέχεια και τη παράγωγο. 


5. Βρίσκουµε την 1
η
 παράγωγο τις ρίζες της και το πρόσηµο της και µε τη βοήθεια αυτών 


βρίσκουµε τα διαστήµατα µονοτονίας το είδος µονοτονίας σε καθένα από αυτά και τα τοπικά 


ακρότατα. 


6. Βρίσκουµε τη 2
η
 παράγωγο τις ρίζες και το πρόσηµο της και µε τη βοήθεια αυτών 


µελετάµε τη συνάρτηση ως προς τα κοίλα και τα σηµεία καµπής. 


7. Βρίσκουµε τα όρια της συνάρτησης στα άκρα των διαστηµάτων που απαρτίζουν το πεδίο 


ορισµού. 


8. Βρίσκουµε τις ασύµπτωτες της γραφικής παράστασης(πλάγιες, οριζόντιες, κατακόρυφες). 


9. Βρίσκουµε τα σηµεία που η γραφική παράσταση τη συνάρτηση τέµνει τους άξονες. 


10. Κατασκευάζουµε τον πίνακα µεταβολών. 


11. Κάνουµε την γραφική παράσταση της συνάρτησης 


 


Απαντήστε αν είναι Σωστά ή Λάθος τα παρακάτω 


1. Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο x0, τότε: 
0


0


xx0


0


xx xx


)x(f)x(f


xx


)x(f)x(f
limlim


00
−


−
≠


−


−
+− →→


. 


2. Αν η f δεν είναι συνεχής στο x0, τότε η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο x0. 


3. H συνάρτηση 2x)x(f −=  είναι συνεχής, αλλά όχι παραγωγίσιµη στο x0=0. 


4. Aν η f είναι παραγωγίσιµη στο x0, τότε είναι και συνεχής στο x0. 


5. Aν η f είναι συνεχής στο x0, τότε είναι και παραγωγίσιµη στο x0. 


6. Aν η Cf δέχεται εφαπτοµένη στο σηµείο ( ))x(f,xA 00 , τότε είναι παραγωγίσιµη στο x0. 


7. Aν η Cf έχει στο σηµείο ( ))x(f,xM 00  εφαπτοµένη την ευθεία x=x0, τότε η f δεν είναι 


παραγωγίσιµη στο x0. 


8. Aν η f είναι παραγωγίσιµη στο x0, τότε: R
h


)x(f)hx(f 00


0h
lim ∈


−+


→


. 


9. Αν f(x)=α, τότε: f´(x)=0. 


10. Aν f(α)=α
3
, τότε: f´(α)=0. 


11. Αν ω−=ω)(f , τότε: 
ω


=ω
2


1
)('f . 


12. Αν f(x)=lnx, τότε: f´(1)=1. 


13. Έστω f(x)=ηµx+συνx. Τότε: f΄(π)=1. 


14. Αν 
)x(g


)x(h
)x(f =  , τότε: 


)x(g


)x(h
)x(f


′
′


=′ . 


15. Αν f(x)=g(-x), τότε: f´(x)=g´(-x). 


16. Aν ( ))x(gf)x(h = , τότε: ( ))x('g'f)x('h = . 


17. Αν f(x)=συν
2
x, τότε: f´(x)=-ηµ2x. 


18. ∆ίνεται η άρτια συνάρτηση )x(f ,  x ∈ IR  µε παραγώγους τέταρτης τάξης.  Τότε δεν 


ισχύει: η f’’’ είναι άρτια 
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19. Αν το 0x είναι ρίζα του πολυωνύµου P(x) πολλαπλότητας 5, τότε το 0x  είναι ρίζα του: 
)x(''Ρ πολλαπλότητας 3 


20. H κλίση της )1x(ln)x(f 3 +=  στο x0=0 είναι ίση µε 0. 


21. Η εφαπτοµένη της 4x2


e)x(f −=  στο σηµείο ( ))2(f,2A  έχει εξίσωση y=4x-7. 


22. Αν f(x)=(ηµx)
x
, τότε: 1x)x(x)x('f −ηµ= . 


23. Η συνάρτηση 1xx)x(f 2 ++=  έχει στο x0=0 παράγωγο 
2


1
)0('f = . 


24. Αν xe)xlnx(f 1x += − , τότε: f΄(0)=2. 


25. Aν oo)(f θηµ=θ   τότε oo)('f θσυν=θ  


26. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο x0 ∈ R, τότε ισχύει  


0  h
lim
→ h


)(x f - h)  (x  f 00 +
 =  


0  h
lim
→ h


)(x f - h)- (x  f 00 . 


27. Αν f (x) = e
x
, τότε f ΄ (x0) = 


0 h 
lim
→ h


e - e 00 xh  x +


. 


28. Η συνάρτηση f (x) = x  είναι παραγωγίσιµη στο πεδίο ορισµού της. 


29. Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0, τότε ορίζεται πάντα η εφαπτοµένη της Cf στο 


σηµείο της Μ (x0, f (x0)). 


30. H εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης της f στο σηµείο της Μ (x0, f (x0)), δεν έχει 


άλλο κοινό σηµείο µε την Cf. 


31. Αν µια ευθεία (ε) έχει µε τη γραφική παράσταση µιας συνάρτησης µόνο ένα κοινό 


σηµείο, τότε είναι οπωσδήποτε εφαπτοµένη της. 


32. Μια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα ∆ µε  


f ΄ (x) ≠ 0, για κάθε x ∈ ∆. Τότε η γραφική της παράσταση δεν δέχεται οριζόντια 


εφαπτοµένη 


33. Οι εφαπτοµένες των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων f (x) = x
2
,  


g (x) = x
2
 + 3, h (x) = x


2
 - 20 στα σηµεία τοµής τους µε την ευθεία x = x0, είναι 


παράλληλες. 


34. Η εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης µιας σταθερής συνάρτησης σε οποιοδήποτε 


σηµείο της, συµπίπτει µε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης. 


35. Αν µια συνάρτηση f δεν είναι παραγωγίσιµη στο x0, τότε δεν είναι συνεχής στο x0. 


36. Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο x0, τότε η f ΄ είναι συνεχής στο x0.   


37. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο 2004, τότε [f (2004)] ΄ = f ΄ (2004).  


 


38. Αν το άθροισµα f + g δύο συναρτήσεων είναι παραγωγίσιµη συνάρτηση στο x0, τότε 


και οι συναρτήσεις f και g είναι παραγωγίσιµες στο x0.  


39. Σε κάθε χρονική στιγµή ο ρυθµός µεταβολής της ταχύτητας ενός κινητού είναι η 


επιτάχυνση αυτού. 


40. Αν f (x) = x
4
, τότε υπάρχουν σηµεία της Cf µε παράλληλες εφαπτοµένες.  


41. Αν f ΄ (x) = 3x
2
, τότε ισχύει πάντα f (x) = x


3
.  
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42. Στο σχήµα η γραφική παράσταση της g προκύπτει από µια κατακόρυφη µετατόπιση της 


Cf. Ισχύει  f ΄ (x) = g ΄ (x), για κάθε x στο κοινό πεδίο ορισµού τους. 
y


0 x


cf


cg


y


0 x


cf


cg


   
43. Η γραφική παράσταση µιας συνάρτησης f έχει εφαπτοµένη στο x0 την ευθεία  


y = αx + β, µε α ≠ 0, όταν a
xx


)x(f)x(f


0


0


xx
lim


0


=
−


−


→


 


44. Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f δέχεται οριζόντια εφαπτοµένη στο  


Α (x0, f (x0)), όταν ±∞=
−


−


→ 0


0


xx xx


)x(f)x(f
lim


0


 


45. Αν µια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο x0 µε f ΄ (x0) = 0, τότε η  γραφική της 


παράσταση στο σηµείο Α (x0, f (x0)) δέχεται εφαπτοµένη της µορφής y = αx + β, α ≠ 0 


46. Η γραφική παράσταση Cf µιας συνάρτησης f είναι αυτή που φαίνεται στο διπλανό 


σχήµα. Τότε λάθος είναι ότι 


Α. η f είναι παραγωγίσιµη στο x1   Β. η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο x2 


Γ. η Cf δέχεται εφαπτοµένη στο x3 ∆. η f είναι παραγωγίσιµη στο x4 


Ε. η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο x5 


 
y


0 xx1 x3 x4x2 x5


 
47. Η γραφική παράσταση µιας συνάρτησης f φαίνεται στο διπλανό σχήµα. Η εξίσωση  


f ΄ (x) = 0 έχει λύση την 


Α. x = 0  Β. x = 1    Γ. x = 2 ∆. x = 4  Ε. καµία από τις 


παραπάνω 


1 x0


y


2 4
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48. Οι συναρτήσεις f, g είναι παραγωγίσιµες στο R και ισχύει f ΄ (x0) = g ΄ (x0) για κάποιο 


x0 ∈ R. Τότε Α. f (x0) = g (x0) Β. x0 ≠ 0    


Γ. οι εφαπτοµένες των Cf, Cg στα (x0, f (x0)) και (x0, g (x0)) αντίστοιχα, είναι 


παράλληλες ∆. f ΄΄ (x0) = g ΄΄ (x0)     Ε. f ΄ (x) = g ΄ (x), για κάθε x ∈ R. 


49. Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο R και ισχύει f ΄ (x0) = 2. Η γωνία που 


σχηµατίζει η εφαπτοµένη της Cf στο (x0, f (x0)) µε τον άξονα x΄x είναι περίπου 


Α. - 64° Β. 27,3° Γ. 63,4° ∆. 89° Ε. 106,4° 
50. Οι συναρτήσεις f, g είναι δυο φορές παραγωγίσιµες στο κοινό πεδίο ορισµού τους R. 


Για να έχουν κοινή εφαπτοµένη στο Α (1, 2), από τις παρακάτω συνθήκες: 


Ι. f ΄ (1) = g ΄ (1)   ΙΙ. f (1) = g (1)   


ΙΙΙ. f, g συνεχείς στο x0 = 1  ΙV. f ΄΄ (1) = g ΄΄ (1) 


απαραίτητες είναι  


Α. µόνο η Ι  Β. µόνο η ΙΙ Γ. οι Ι και  ΙΙ∆. οι ΙΙ και IV E. Όλες 


51. Αν για τις παραγωγίσιµες στο R συναρτήσεις f, g ισχύουν f(0)=4, f’(0)=3, f’(5)=6, 


g(0)=5, g’(0)=1, g’(4)=2, τότε (fog)’ (0)=(gof)’(0). 


52. Το 
h


6
)h


6
(


lim
0h


π
εφ−+


π
εφ


→
 ισούται µε:


3


4
 


53. Το 
h


x


1


hx


1


lim
0h


−
+


→
 ισούται µε:-


2x


1
 


54. Αν f(χ)=5
3χ


 τότε η f’(x) ισούται µε:5
3χ


ln125 


55. Aν οι εφαπτόµενες των συναρτήσεων f(χ)=lnx και g(χ)=2χ
2
 στα σηµεία µε τετµηµένη χ0 


είναι παράλληλες, τότε το χ0 είναι:
2


1
  . 


56. Αν f(χ)=e
βχ


 , g(x)=e
αχ


 και 
)x('g


)x('f


)x(g


)x(f
'


=









, τότε το β ως συνάρτηση του α ισούται µε:


1a
a2


−
 . 


 


Απαντήστε αν είναι Σωστά ή Λάθος τα παρακάτω 


1. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο R και f (α) ≠ f (β), α, β ∈ R, α < β, τότε ισχύει 


f ΄ (x) ≠ 0 για κάθε x ∈ (α, β). 


2. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο R και x0 ∈ R, τότε για κάθε x ∈ R υπάρχει ξ ∈ 


R ώστε f (x) - f (x0) = f ΄ (ξ) (x - x0). 


3. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα [α, β] και παραγωγίσιµη στο διάστηµα 


(α, β), τότε υπάρχει ένα µόνο  ξ ∈ (α, β) ώστε  


f (α) - f (β) = f ΄ (ξ) (α - β). 


4. Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα [α, β] και παραγωγίσιµη στο διάστηµα 


(α, β), τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον σηµείο x0 ∈ (α, β) στο οποίο η εφαπτοµένη της Cf 


είναι παράλληλη προς την ευθεία που διέρχεται από τα σηµεία (α, f (α)), (β, f (β)). 







………στη γνώση                              σελ. 69 
 


………………………….το µέλλον θα είναι καλό αν φροντίσεις σωστά τα θέµατα του παρόντος  SLS… 
 


5. Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα [α, β], παραγωγίσιµη στο διάστηµα (α, 


β) και f (α) = f (β), τότε υπάρχει τουλάχιστον ένα σηµείο x0 εσωτερικό του διαστήµατος 


[α, β], στο οποίο η εφαπτοµένη του διαγράµµατος της f είναι παράλληλη στον άξονα 


x΄x.   


6. Αν f είναι µια πολυωνυµική συνάρτηση, τότε µεταξύ δύο ριζών της f, υπάρχει 


τουλάχιστον µια ρίζα της f ΄.  


7. Αν f είναι µια πολυωνυµική συνάρτηση, τότε µεταξύ δύο διαδοχικών ριζών της f ΄, 


υπάρχει το πολύ µια ρίζα της f.  


8. Υπάρχουν συναρτήσεις για τις οποίες ισχύει το συµπέρασµα του θεωρήµατος Rolle, 


χωρίς να ισχύουν (όλες) οι υποθέσεις του θεωρήµατος.  


9. Αν για µια συνάρτηση ισχύουν οι προϋποθέσεις του θεωρήµατος του Fermat, τότε 


υπάρχει x0 ώστε η εφαπτοµένη της Cf στο (x0, f (x0)) να είναι παράλληλη µε τον άξονα 


x΄x.  


10. ∆ίνεται η συνάρτηση f (x) = c, µε πεδίο ορισµού το [α, β]. Το πλήθος των σηµείων  ξ ∈ 


(α, β) που προκύπτουν από το θεώρηµα του Rolle είναι Α. 1 Β. 2  Γ. το 


πολύ 2 ∆. κανένα Ε. άπειρο 


11. Το θεώρηµα µέσης τιµής του διαφορικού λογισµού για τη συνάρτηση  


f (x) = lnx, για κάθε x1, x2 > 0, εξασφαλίζει ένα ξ µεταξύ των x1, x2 ώστε να ισχύει 


Α. ln 
2


1


x


x
 = 


21  x- x


ξ
   Β. ln 


2


1


x


x
 = 


ξ


 x- x 21  


Γ. ln (x1 - x2) = 
ξ


1
 (x1 - x2)  ∆. ln 


2


1


x


x
 = ξ (x1 - x2) 


E. ln (x1 - x2) = ξ (x1 - x2) 


12. Αν η f είναι συνεχής στο [α, β] και παραγωγίσιµη στο (α, β), µε f(α)=f(β), τότε υπάρχει 


),( βα∈ξ  τέτοιο ώστε: f(ξ)=0. 


13. Αν η f ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήµατος Rolle, τότε η Cf έχει και οριζόντιες 


εφαπτόµενες. 


14. Η 2004)( −= xxf  ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του θεωρήµατος Rolle στο διάστηµα 


[2003, 2005]. 


15. Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο R και 0)x('f ≠  για κάθε Rx∈ , τότε η εξίσωση f(x)=0 έχει 


το πολύ µια ρίζα. 


16. Η έκφραση «η εξίσωση f(x)=0 έχει το πολύ δύο ρίζες» σηµαίνει ότι η εξίσωση αυτή 


έχει µεν δύο ρίζες αλλά δεν µπορεί να έχει τρίτη ρίζα. 


17. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο [α, β], τότε εφαρµόζεται για την f το Θ.Μ.Τ. 


στο [α, β]. 


18. Αν η f είναι συνεχής στο [α, β] και παραγωγίσιµη στο (α, β), τότε υπάρχει εφαπτόµενη 


της Cf παράλληλη στην ευθεία ΑΒ, µε ( ))(f,A αα  και ( ))(f, ββΒ . 


19. Αν η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο (α, β) αλλά είναι συνεχής στο [α, β], τότε δεν 


υπάρχει οριζόντια εφαπτόµενη της Cf. 


20. Υπάρχει συνάρτηση f ¨1-1¨ για την οποία ισχύει το θεώρηµα Rolle και σ’ ένα διάστηµα 


[α,β]. 
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21. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα [0,1], τότε η εξίσωση 


)0()1()(' ffxf −=  έχει λύση στο (0,1) 


22. Η f΄ είναι συνεχής στο ∆. 


23. Ισχύουν οι προϋποθέσεις του θεωρήµατος µέσης τιµής για την παραγωγίσιµη f σε κάθε 


∆⊆],[ βα . 


24. Αν f΄(x)=0, για κάθε 0x ≠ , τότε η f είναι σταθερή. 


25. Αν 0)(' =xf  για κάθε ∆∈x , τότε θα ισχύει 0)( =xf  για κάθε ∆∈x . 


26. Αν f΄(x)=g´(x), για κάθε Rx∈ , τότε: c)x(g)x(f += . 


27. Θεωρούµε τον περιορισµό της παραβολής )x(f στο διάστηµα[ ]β,a .  Αν ( ))(f, γγ , 


),( βαγ ∈  είναι το σηµείο στο οποίο η εφαπτόµενη της )x(f γίνεται παράλληλη της 


ευθείας που ενώνει τα σηµεία ( ))(f, αα  και ( ))(, ββ f , τότε: 
2


αβ
αγ


−
+=  


28. Αν 
1


1
)('


+
=


x
xf  για x>-1 και f(0)=0, τότε: )1xln()x(f += . 


29. Αν )x(f)x('f =  για κάθε Rx∈ , τότε: xce)x(f = , Rx∈ . 


30. Αν 2)x(''f =  για κάθε Rx∈ , τότε η f είναι της µορφής: β+α+= xx)x(f 2 . 


31. Αν f´(x)=0 για κάθε 2x ≠  και η f είναι συνεχής στο 2x0 = , τότε η f είναι σταθερή. 


32. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο [0,1] και ισχύει ότι υπάρχει )1,0(0 ∈x , ώστε 


)1()0()(' 0 ffxf −= , τότε 0)(' 0 =xf . 


33. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο *R  και ισχύει 0)(' =xf  για κάθε *Rx ∈ , τότε 


η f είναι σταθερή στο *R . 


34. Αν η πολυωνυµική συνάρτηση f, µε πραγµατικούς συντελεστές δεν είναι ¨1-1¨, τότε 


υπάρχει Rx ∈0 , ώστε 0)(' 0 =xf . 


35. Αν η f είναι παραγωγίσιµη σε ένα διάστηµα ∆ και υπάρχει ∆∈0x , ώστε 0)(' 0 =xf , τότε 


υπάρχουν ∆∈βα , , µε βα < , ώστε )()( βα ff = . 


36. Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο [α,β] µε 0)(' ≠xf  για κάθε ],[ βα∈x , τότε η f δεν 


ικανοποιεί στο [α,β] τις προϋποθέσεις του θεωρήµατος Rolle. 


37. Aν η f: RR →*  είναι παραγωγίσιµη µε 0)(' =xf  για κάθε *Rx ∈ , τότε: 





>


>
=


0,


0,
)(


2


1


xc


xc
xf  


38. Aν η f: RR →  είναι παραγωγίσιµη, µε f(1)=1 και xxf =)('  για κάθε Rx∈ , τότε: 














<+−


≥+
=


0,
2


1


2


0,
2


1


2
)(


2


2


x
x


x
x


xf  


39. Υπάρχει συνάρτηση f: RR →  γνησίως µονότονη, η οποία σε κάποιο διάστηµα [α,β] 


ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του θεωρήµατος Rolle. 


40. Υπάρχει συνάρτηση f: RR →  η οποία δεν είναι συνεχής στο 00 =x , αλλά ικανοποιεί τις 


προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ. στο διάστηµα [0,1]. 


41. Υπάρχει συνάρτηση f: RA →  παραγωγίσιµη και µη σταθερή, ώστε να ισχύει 0)(' =xf  


για κάθε Ax∈ . 
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42. Αν η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο x0, τότε δεν είναι και συνεχής στο x0. 


43. Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο x0, µε f΄ συνεχή στο x0, τότε η f έχει δεύτερη παράγωγο 


στο x0. 


44. Αν η συνάρτηση f+g είναι παραγωγίσιµη στο x0=1, τότε και οι συναρτήσεις f και g 


είναι παραγωγίσιµες στο x0=1. 


45. Αν η συνάρτηση fc ⋅ , όπου 0≠c  σταθερά, είναι παραγωγίσιµη στο x0=1, τότε και η 


συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο x0=1. 


46. Αν µια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη σ’ ένα σύνολο Α, µε 0)(' =xf  για κάθε Ax∈ , 


τότε η f είναι σταθερή στο Α. 


47. Αν µια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη σ’ ένα διάστηµα ∆ και στο ίδιο διάστηµα δεν 


είναι σταθερή, τότε 0)(' ≠xf  για κάθε ∆∈x . 


48. Αν µια συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιµη σ’ ένα διάστηµα ∆, µε 0)('' =xf  για 


κάθε ∆∈x , τότε η f΄ είναι σταθερή στο ∆. 


49. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [ ]1,0  , παραγωγίσιµη στο (0,1) και f’(x) 0≠   για όλα 


τα χ )1,0(∈ , τότε f(0) )1(f≠ . 


50. Aν οι f , g είναι συναρτήσεις παραγωγίσιµες στο [ ]β,a  , µε f(α)=g(α) και f(β)=g(β) , 


τότε υπάρχει χ0 ),( βa∈    τέτοιο, ώστε στα σηµεία Α(χ0,f(x0)) και Β(χ0,g(x0)) οι 


εφαπτόµενες να είναι παράλληλες. 


51. Η γραφική παράσταση µιας πολυωνυµικής συνάρτησης άρτιου βαθµού  


έχει πάντοτε οριζόντια εφαπτοµένη. 


52. Η γραφική παράσταση µιας πολυωνυµικής συνάρτησης περιττού βαθµού έχει πάντοτε 


οριζόντια εφαπτοµένη. 


53. Αν f ΄ (x) = (x + 8) x
2
, τότε το x0 = -8 είναι θέση τοπικού ελάχιστου.   


54. Για τη συνάρτηση f (x)=5x
2
, x ∈ [- 3, 2], υπάρχει µόνο ένα τοπικό ακρότατο.  


55. ∆ίνεται µια συνεχής συνάρτηση f, µε f ΄ (x) > 0 για 2 < x < 7. Αν f (3) = 5, τότε µπορεί να 


ισχύει f (5) = 4. 


56. Η συνάρτηση f (x) = ηµx + 5e
x
, 0 < x < 


2


π
, παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο στο x0 = 


3


π
.  


 


57. Αν f ΄ (x) = 0052-5x2


e + , τότε η f δεν µπορεί να έχει τοπικά ακρότατα.  


58. Υπάρχει συνάρτηση f µε παράγωγο µηδέν και µη σταθερή 


59. Η συνάρτηση 22 )2005()( xxxf −⋅=  είναι γνησίως αύξουσα. 


60. Η συνάρτηση 2)( xxf = , ]1,1[−∈x  έχει τοπικό µέγιστο το 1)( 0 =xf , µε 0)(' 0 =xf . 


61. Ισχύει +∞=
−


→
2


0


1
lim


x


e x


x


. 


62. Υπάρχει συνάρτηση f: RR → , µε 100)(' =xf  για κάθε Rx∈ . 


63. Αν η f είναι γνησίως αύξουσα στο ∆, τότε ισχύει 0)(' >xf  για κάθε ∆∈x . 


64. Αν η f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο ∆∈0x , τότε ισχύει 0)(' 0 =xf . 


65. Η συνάρτηση xexxxf 20042003 ln)( ++=  είναι γνησίως µονότονη. 


66. Η εξίσωση 1xex +=  έχει µοναδική ρίζα τη x=0. 


67. H συνάρτηση 1xxln)x(f +−=  είναι γνησίως µονότονη. 
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68. Αν 0)1('f)0('f ==  και 0)x('f <  για κάθε )1,0(x ∈ , τότε η f είναι γνησίως φθίνουσα στο (0,1), 


όχι όµως γνησίως φθίνουσα στο [0,1]. 


69. Αν το f(x0) είναι τοπικό ακρότατο, τότε είναι και ολικό. 


70. Κάθε τοπικό µέγιστο είναι µεγαλύτερο από κάθε τοπικό ελάχιστο. 


71. Αν η f είναι γνησίως, µονότονη σε ένα διάστηµα ∆, τότε η f δεν έχει τοπικά ακρότατα. 


72. Αν η f παρουσιάζει στο εσωτερικό σηµείο x0 του διαστήµατος ∆ τοπικό ακρότατο και 


είναι παραγωγίσιµη στο x0, τότε: 0)x('f 0 = . 


73. Αν f΄(1821)=0, τότε το f(1821) είναι τοπικό ακρότατο. 


74. Αν η f είναι γνησίως αύξουσα στο (α,β] και γνησίως φθίνουσα στο [β,γ), τότε η f έχει 


µέγιστο στο (α,γ) τον αριθµό f(β). 


75. Αν η f είναι συνεχής στο (α,β) η f΄ έχει πέντε ρίζες στο (α,β) και στα υπόλοιπα σηµεία 


του (α,β) η f΄ έχει σταθερό πρόσηµο, τότε η f είναι γνησίως µονότονη στο (α,β). 


76. Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο [α,β], τότε υπάρχει ],[0 βax ∈ , ώστε το )( 0xf  να είναι 


µέγιστο και να ισχύει 0)(' 0 =xf . 


77. Αν η f είναι παραγωγίσιµη σε ένα διάστηµα ∆ και 0)(' 0 ≠xf , µε ∆∈0x , τότε το )( 0xf  δεν 


είναι τοπικό ακρότατο της f. 


78. Αν η f είναι δύο φορές παραγωγίσιµη στο R, µε 0)('' >xf  για κάθε Rx∈ , τότε η f δεν 


έχει τοπικό ακρότατο. 


79. Αν η f  είναι γνησίως αύξουσα και παραγωγίσιµη στο [α,β], τότε 0)(' >xf  για κάθε 


),( βα∈x . 


80. Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο ),0()0,( ∞+∪−∞=A , µε 0)(' >xf  σ’ αυτό και ορίζεται το 


f(0), τότε η f είναι γνησίως αύξουσα στο R. 


81. Αν ισχύει )(')('' xfxf >  για κάθε ∆∈x , όπου ∆ διάστηµα, τότε η συνάρτηση g, µε 


)()(')( xfxfxg −=  είναι γνησίως αύξουσα στο ∆. 


82. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη σε ένα σύνολο Α, µε 0)(' <xf  για κάθε Ax∈ , τότε 


η f είναι γνησίως φθίνουσα στο Α. 


 


83. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο R, ώστε 0)('2004 ≥⋅ xfx  για κάθε Rx∈ , τότε η 


f είναι γνησίως αύξουσα στο R. 


84. Αν η συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιµη, σ’ ένα διάστηµα ∆, µε 0)('' >xf  για 


κάθε ∆∈x , τότε η f΄ είναι γνησίως αύξουσα στο ∆. 


85. Κάθε τοπικό ακρότατο µιας συνάρτησης είναι και ολικό ακρότατο αυτής. 


86. Κάθε παραγωγίσιµη συνάρτηση f: R→],[ βα  έχει τουλάχιστον ένα τοπικό ακρότατο f(x0), 


ώστε 0)(' 0 =xf . 


87. Αν για τη συνάρτηση f: R→),( βα  υπάρχει ),(0 βα∈x  ώστε 0)(' 0 =xf , τότε το f(x0) είναι 


τοπικό ακρότατο της f. 


88. Έστω η δύο φορές παραγωγίσιµη συνάρτηση f: R→],[ βα  και ),(0 βα∈x . 


Η f παρουσιάζει µέγιστο και ελάχιστο. 


89. Έστω η δύο φορές παραγωγίσιµη συνάρτηση f: R→],[ βα  και ),(0 βα∈x . 


Αν 0)(' 0 =xf  και 0)('' 0 >xf , τότε το f(x0) είναι τοπικό ελάχιστο της f. 
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90. Έστω η δύο φορές παραγωγίσιµη συνάρτηση f: R→],[ βα  και ),(0 βα∈x . 


Αν 0)(' 0 =xf  και 0)('' 0 =xf , τότε το f(x0) δεν είναι τοπικό ακρότατο της f. 


91. Έστω η συνάρτηση f: RR → , ώστε 0)('' >xf  για κάθε Rx∈ . 


Αν η f έχει ακρότατο, τότε αυτό είναι ελάχιστο. 


92. Έστω η συνάρτηση f: RR → , ώστε 0)('' >xf  για κάθε Rx∈ . 


Η f είναι γνησίως µονότονη στο R. 


93. Έστω η συνάρτηση f: RR → , ώστε 0)('' >xf  για κάθε Rx∈ . 


Αν f(1)=1 και f(3)=3, τότε f(2)<2.  


94. Το µεγαλύτερο τοπικό ακρότατο της f στο [α,β] είναι µέγιστο της f στο [α,β]. 


95. Ισχύει και  γιατί  ee ππ >   


96. ∆ίνονται οι συναρτήσεις f, g που είναι παραγωγίσιµες στο πεδίο ορισµού τους. Αν σ’ ένα 


σηµείο x0 παρουσιάζουν και οι δυο τοπικό µέγιστο, τότε και η συνάρτηση f + g, εφόσον 


ορίζεται, θα παρουσιάζει τοπικό µέγιστο στο x0 


97. Αν µια άρτια συνάρτηση έχει στο x0 τοπικό ελάχιστο, τότε στο - x0 θα έχει τοπικό 


µέγιστο. 


98. Αν για τη συνάρτηση f ισχύει f ΄ (x) < 0, x ∈ R, τότε f (x) < 0, x ∈ R. 


99. Αν για τη συνάρτηση f που είναι παραγωγίσιµη στο R, ισχύει f ΄ (2004) = 0, τότε η f 


παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο x0 = 2004.   


100. Αν µια παραγωγίσιµη συνάρτηση f είναι γνησίως φθίνουσα στο R, τότε θα ισχύει  


f΄(x) ≤ 0. 


101. Για τη συνάρτηση f (x) = 
x


1
, x ≠ 0, ισχύει f ΄ (x) = - 


2x


1
< 0 για κάθε x ≠ 0. Εποµένως η f 


είναι γνησίως φθίνουσα στο R
*
. 


102. Αν για µια παραγωγίσιµη στο R συνάρτηση f, ισχύει f΄(x) = e
x
ηµ4, τότε η συνάρτηση f 


είναι γνησίως φθίνουσα. 


103. Ένα τοπικό µέγιστο µιας συνάρτησης f, µπορεί να είναι µικρότερο από ένα τοπικό 


ελάχιστο της f. 


 


104. Μια συνάρτηση f µπορεί να έχει τοπικό ακρότατο και σε σηµείο x0, στο οποίο δεν είναι 


συνεχής. 


105. Αν µια συνάρτηση f παρουσιάζει ακρότατο στο x0, τότε ισχύει f ΄ (x0) = 0.   


106. Αν η παράγωγος µιας συνάρτησης είναι µηδέν σε ένα διάστηµα ∆, τότε η συνάρτηση 


είναι σταθερή στο ∆. 


107. Αν στο εσωτερικό σηµείο x0 του πεδίου ορισµού της f ισχύει ότι f ΄ (x0) = 0, τότε το x0 


είναι τοπικό ακρότατο της f. 


108. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα [α, β], τότε πιθανά ακρότατα της f είναι  


α) τα σηµεία του διαστήµατος (α, β) στα οποία η f ΄ µηδενίζεται 


β) τα σηµεία του διαστήµατος (α, β) στα οποία η f δεν παραγωγίζεται 


γ) τα άκρα του [α, β]. 


109. Αν f ΄ (x) = (x - 2004)
2004


, τότε το σηµείο x0 = 2004 είναι θέση τοπικού ακροτάτου της f. 


110. Αν f ΄ (x) = x
2004


 + 1821, τότε η εξίσωση f (x) = 0 έχει το πολύ µια ρίζα. 
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111. Αν το διάγραµµα Cf΄ της παραγώγου µιας συνάρτησης f φαίνεται στο διπλανό σχήµα, 


τότε η f έχει ακρότατο στο x0 = 1. 
y


0x´


y´


x


C ´f  


1


 
 


112. Αν το διάγραµµα Cf΄ της παραγώγου µιας συνάρτησης f φαίνεται στο διπλανό σχήµα, 


τότε η f είναι γνησίως αύξουσα στο R. 
y


0x´


y´


x


Cf´


 
113. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α, β], παραγωγίσιµη στο (α, β) µε f (α) = f (β) και f 


΄΄ (x) > 0, για κάθε x ∈ [α, β], τότε η εξίσωση f ΄ (x) = 0 έχει µια µόνο ρίζα στο (α, β). 


114. Αν µια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο R και γνησίως φθίνουσα, τότε  


Α. f ΄ (x) > 0, για κάθε x ∈ R  Β. f ΄ (x) ≥ 0, για κάθε x ∈ R 


Γ. f ΄ (x) ≤ 0, για κάθε x ∈ R ∆. f ΄ (x) < 0, για κάθε x ∈ R 


Ε. η f ΄ (x) δεν διατηρεί σταθερό πρόσηµο στο R 


115. Η παράγωγος f ΄ της συνάρτησης f είναι ένα πολυώνυµο τρίτου βαθµού. Η f έχει  


Α. τρία ακριβώς τοπικά ακρότατα Β. ένα ολικό µέγιστο και ένα ολικό ελάχιστο 


Γ. τουλάχιστον τρία τοπικά ακρότατα Ε. τρία το πολύ τοπικά ακρότατα 


∆. ένα µόνο τοπικό µέγιστο και ένα τοπικό ελάχιστο 


116. H συνάρτηση f είναι δυο φορές παραγωγίσιµη στο R και η f ΄ είναι γνησίως αύξουσα στο 


R. Η γραφική παράσταση της f θα µπορούσε να έχει τη µορφή 


x´


y


0


y´


x


y


0x´


y´


x


y


0x´


y´


x


y


0x´


y´


x


y


0x´


y´


x
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117. 


x´


y


0


y´


x


C ´f


2


H γραφική παράσταση Cf΄ της παραγώγου µιας συνάρτησης 


φαίνεται στο διπλανό σχήµα. Τότε ισχύει ότι 


Α. η f είναι γνησίως αύξουσα στο (- ∞, 2] 


B. η f είναι γνησίως φθίνουσα µόνο στο [2, + ∞) 


Γ. η f έχει τοπικό µέγιστο το σηµείο x0 = 2 


118.  


∆. η f έχει τοπικό ελάχιστο το σηµείο x0 = 2 


E. η f είναι γνησίως φθίνουσα στο R 


 


119. 


x´


y


0


y´


x


C ´f


1-1


1


H γραφική παράσταση Cf΄ της παραγώγου 


µιας συνάρτησης φαίνεται στο διπλανό σχήµα. 


Η γραφική παράσταση της f µπορεί να είναι


x


y


0x´


y´


x


y


0x´


y´


y


0x´


y´


x


y


0
x´


y´


x


 


 


καµία από τις προηγούµενες 


120. 


x´


y


0


y´


x


Cf´´


1 3


3


Το διάγραµµα Cf΄΄ της δεύτερης παραγώγου µιας 


συνάρτησης f φαίνεται στο διπλανό σχήµα. Η f ΄ είναι γνησίως 


φθίνουσα στο  


Α. (- ∞, 1]  Β. [1, 3] Γ. [3, + ∞)  ∆. R    Ε. (- ∞, - 3] 


121. 


 


122. Aν η συνάρτηση f παραγωγίζεται στο [ ]β,a   µε f(β)<f(α) , τότε υπάρχει χ0 ),( βa∈  τέτοιο , 


ώστε f’(x 0 )<0. 
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123. ∆ίνεται ότι η συνάρτηση f παραγωγίζεται στο R και ότι η γραφική της παράσταση είναι 


πάνω από τον άξονα χ’χ. 


Αν υπάρχει κάποιο σηµείο Α(χ0,f(x0)) της Cf του οποίου η απόσταση από τον άξονα χ’χ 


είναι µέγιστη (ή ελάχιστη), τότε σε αυτό το σηµείο η εφαπτοµένη της Cf είναι οριζόντια.    


124. Η συνάρτηση f(χ)=χ
3
+χ+1 έχει: µια, ακριβώς, ρίζα στο (-1,0) 


125. Αν f’(x)>0 για κάθε χ [ ]1,1−∈  και f(0)=0, τότε: f(1)>0. 


126. Η συνάρτηση xexf x ln)( −=  είναι κυρτή στο ),0( ∞+ . 


127. Καθε πολυωνυµική συνάρτηση 3
ου


 βαθµού παρουσιάζει σηµείο καµπής. 


128. Αν ισχύει 0)('' 0 =xf , τότε η f παρουσιάζει σηµείο καµπής στο 0xx = . 


129. Αν η συνάρτηση f είναι κυρτή σ’ ένα διάστηµα ∆, τότε ισχύει 0)('' >xf  για κάθε 


εσωτερικό σηµείο x του ∆. 


130. Μια συνάρτηση f, που δεν έχει 2
η
 παράγωγο σ’ ένα σηµείο x0 του πεδίου ορισµού της, 


µπορεί να παρουσιάζει καµπή στο x0. 


131. Αν µια συνάρτηση f είναι 2 φορές παραγωγίσιµη σ’ ένα διάστηµα (α,β) και για κάποιο 


),(0 βα∈x  ισχύει 0)('' 0 =xf , τότε η f παρουσιάζει καµπή στο x0. 


132. Αν η f είναι γνησίως αύξουσα στο εσωτερικό του διαστήµατος ∆ και συνεχής στο ∆, τότε 


η f λέγεται κυρτή. 


133. Η συνάρτηση 
x


1
)x(f =  είναι κυρτή στα διαστήµατα )0,(−∞  και ),0( ∞+ . 


134. Αν η f είναι συνεχής στο ∆ και η f΄ είναι γνησίως φθίνουσα στο εσωτερικό του ∆, τότε η 


f στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω. 


135. Αν 0)x(''f >  σε κάθε x του διαστήµατος ∆, τότε η f είναι κυρτή. 


136. Αν η f είναι κοίλη στο ∆, τότε: 0)x(''f <  σε κάθε εσωτερικό σηµείο x του ∆. 


137. Αν η f αλλάζει κοίλα εκατέρωθεν του x0, τότε το ( ))x(f,xA 00  είναι σηµείο καµπής της Cf. 


138. Aν 0)x(''f 0 = , 0)x(''f <  για κάθε )x,(x 0α∈  και 0)x(''f >  για κάθε ),x(x 0 β∈ , τότε η f είναι 


κοίλη στο (α,x0] κυρτή στο [x0,β) και το ( ))x(f,xA 00  είναι σηµείο καµπής της Cf.  


 


 


139. Αν f΄΄(x) = (x - 2004)
2004


, τότε η f έχει σηµείο καµπής στο x0 = 2004. 


140. Αν µια συνάρτηση f είναι δυο φορές παραγωγίσιµη στο διάστηµα ∆ και η f είναι κυρτή 


στο ∆, τότε f ΄΄ (x) ≥ 0 για κάθε x ∈ ∆. 


141. Το σηµείο Α (x0, f (x0)) είναι σηµείο καµπής µιας συνάρτησης f, όταν η f ΄΄ αλλάζει 


πρόσηµο εκατέρωθεν του x0. 


142. Έστω µια συνεχής συνάρτηση f, η οποία στρέφει τα κοίλα προς τα άνω  


σ’ ένα διάστηµα ∆. Τότε καθώς το x αυξάνει, η κλίση της Cf  


Α. αυξάνει  B. ελαττώνεται  Γ. µένει σταθερή 


∆. είναι µηδέν E. δεν µπορούµε να απαντήσουµε 


143. H συνάρτηση f ορίζεται σε ένα διάστηµα ∆ και x0 ∈ ∆. Θεωρούµε τις προτάσεις: Ι. Η Cf 


δέχεται εφαπτοµένη στο Α (x0, f (x0)) 


ΙI. Η f ΄ αλλάζει πρόσηµο στο x0   ΙΙΙ. Η f ΄΄ αλλάζει πρόσηµο στο x0 


Τότε το Α (x0, f (x0)) είναι σηµείο καµπής της Cf αν ισχύουν οι προτάσεις 
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Α. Ι και ΙΙ   Β. Ι και ΙΙΙ  Γ. ΙΙ και ΙΙΙ  


∆. µόνο η ΙΙΙ   Ε. µόνο η Ι  


144. Στο σχήµα φαίνεται η γραφική παράσταση της Β ΄΄ (t), όπου Β (t) είναι η συνάρτηση του 


βάρους κάποιου ανθρώπου που βρίσκεται σε δίαιτα, µετά από χρόνο t. Τότε ο ρυθµός 


µείωσης του βάρους, στην αρχή µειώνεται και µετά αυξάνει. 


0 t


CB´´


B´´(t)


 
145. Η γραφική παράσταση µιας συνάρτησης f φαίνεται στο διπλανό σχήµα. Τότε ισχύει f ΄΄ 


(x) < 0 για κάθε x ∈ (0, + ∞). 
y


0x´


y´


x


 
146. Μια πολυωνυµική συνάρτηση 3ου βαθµού έχει οπωσδήποτε σηµείο καµπής. 


147. Αν οι συναρτήσεις f, g έχουν στο χ0 σηµείο καµπής , τότε και η h=f.g έχει στο χ0 σηµείο 


καµπής. 


148. Η ευθεία χ=1 είναι κατακόρυφη ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης:  


f(χ)=
1


232


−
+−


x


xx
 


149. Η ευθεία χ=1 είναι κατακόρυφη ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης:  


g(χ)= 
2


2


)1(


23


−
+−


x


xx
 


150. Η ευθεία y = x + 1 είναι πλάγια ασύµπτωτη της  


Α. f (x) = 
3  2x


5 -  x x
2


23


+


+
 Β. g (x) = x


4
 + 5x Γ. h (x) = 


x


 x  x 1 2 ++
 


∆. φ (x) = e
x
 - 1  E. κ (x) = x + ηµx 


151. Η f  παρουσιάζει στο x0 σηµείο καµπής. 
y


0x´


y´


x


Cf


x0
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Η ευθεία (ε) είναι ασύµπτωτη της γραφικής 


παράστασης µιας παραγωγίσιµης συνάρτησης 


f. Τότε ισχύει ότι 


Α. 
∞+→ x 


lim f (x) = 1  Β. 
∞+→ x 


lim f (x) = - 2 


Γ. 
∞+→ x 


lim f ΄ (x) = 0  ∆. 
∞+→ x 


lim f ΄ (x) = 1 


E. 
∞+→ x 


lim f (x) = - ∞ 


y


0x´


y´


x0-2


(ε)


Cf


45°


 


 


Στο σχήµα φαίνεται η γραφική 


παράσταση της  


f ΄ µιας συνάρτησης f στο R. Τότε 


για τη συνάρτηση f ισχύει 


Α. στο διάστηµα [- 2, 0] η συνάρτηση f  


στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω 


y


0x´


y´


x


Cf´


1


-2


3 4


Β. στο διάστηµα [1, 3] ισχύει f ΄΄(x) = 0 


Γ. στο διάστηµα [0, 1] η f στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω  


∆. στο διάστηµα [- 2, 1] η f είναι γνησίως φθίνουσα 


E. όλα τα παραπάνω 


 


Αν µια συνάρτηση f στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω, τότε η γραφική παράσταση της f ΄ µπορεί 


να είναι η  
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70 . Έστω f µια ορισµένη συνάρτηση σε ένα διάστηµα ∆. τι ονοµάζεται αρχική 


συνάρτηση ή  παράγουσα της f στο ∆.(αντιπαράγωγός) 
Έστω f µια συνάρτηση ορισµένη σε ένα διάστηµα ∆. Αρχική συνάρτηση ή παράγουσα 


της f στο  ∆  ονοµάζεται κάθε συνάρτηση F που είναι παραγωγίσιµη στο ∆  και ισχύει 


F ′(x) = f (x) , για κάθε x ε ∆ . 


Σχόλιο:  Αποδεικνύεται ότι κάθε συνάρτηση σε διάστηµα ∆ έχει παράγουσα στο διάστηµα 


αυτό 


 


71.Παράγουσες συνάρτησης 


Έστω  f  µια συνάρτηση ορισµένη σε ένα διάστηµα ∆. Αν F είναι µια παράγουσα της  f  


στο ∆, τότε 


   • όλες οι συναρτήσεις της µορφής   cxFxG += )()( ,    ∈c R, 


        είναι παράγουσες της f στο ∆ και 


   • κάθε άλλη παράγουσα G  της  f  στο ∆ παίρνει τη µορφή    cxFxG += )()( ,    ∈c R. 


ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 


• Κάθε συνάρτηση της µορφής cxFxG += )()( , όπου ∈c R, είναι µια παράγουσα της  f στο ∆, 


αφού )()())(()( xfxFcxFxG =′=′+=′ ,  για κάθε  ∆x ∈ . 


• Έστω G είναι µια άλλη παράγουσα της  f  στο ∆. Τότε για κάθε ∆x∈  ισχύουν )()( xfxF =′  


και )()( xfxG =′ , οπότε )()( xFxG ′=′ ,  για κάθε  ∆x∈ . 


Άρα, σύµφωνα µε το πόρισµα της συνέπειες του ΘΜΤ, υπάρχει σταθερά c τέτοια, ώστε 


, 
cxFxG += )()(   για κάθε  ∆x∈ .     


 


72. Πως ορίζεται το αόριστο  ολοκλήρωµα ∫ dx)x(f
                                    


 


2006E  – 2011E  


2014E – 2016O 


2003E  – 2004O  


2010 – 2015E 
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Το σύνολο όλων των παραγουσών µιας συνάρτησης  f  σ’ ένα διάστηµα ∆ ονοµάζεται 


αόριστο ολοκλήρωµα της  f  στο ∆, συµβολίζεται ∫ dxxf )(  και διαβάζεται “ολοκλήρωµα εφ 


του x ντε x”. ∆ηλαδή, ∫ += cxFdxxf )()( ,   ∈c R,   όπου F µια παράγουσα της  f  στο ∆. 


 


73. Πως ορίζεται το ορισµένο  ολοκλήρωµα ∫
β


α
dx)x(f  


Έστω µια συνάρτηση  f  σ υ ν ε χ ή ς  στο ],[ βα . Με 


τα σηµεία βxxxxα ν =<<<<= ...210  χωρίζουµε το 


διάστηµα ],[ βα  σε ν ισοµήκη υποδιαστήµατα µήκους 


ν


αβ
x∆


−
= .  


Στη συνέχεια επιλέγουµε αυθαίρετα ένα ],[ 1 κκκ xxξ −∈ , 


για κάθε }...,,2,1{ νκ ∈ , και σχηµατίζουµε το άθροισµα


x∆ξfx∆ξfx∆ξfx∆ξfS νκν )()()()( 21 +++++= LL  


το οποίο συµβολίζεται, σύντοµα, ως εξής:
     


∑
=


=
ν


κ


κν x∆ξfS
1


)(
(1)


 . 


Το όριο του αθροίσµατος νS , δηλαδή το 









∑
=∞→


ν


κ
κ


ν
∆xξf


1


)(lim   (1) υπάρχει στο R και είναι 


ανεξάρτητο από την επιλογή των ενδιάµεσων σηµείων κξ ”.  


Το παραπάνω όριο (1) ονοµάζεται ορισµένο ολοκλήρωµα της συνεχούς συνάρτησης  


f  από το α στο β, συµβολίζεται µε ∫
β


α
dx)x(f  και  


διαβάζεται “ολοκλήρωµα της  f  από το α στο β”. ∆ηλαδή, 












∆ξ= ∑∫


=+∞→


β


α


v


1k


k
v


x)(fdx)x(f lim  


• ∫ ∫−=
β


α


α


β
dxxfdxxf )()(                 ∫ =


α


α
dxxf 0)(                           ∫ −=


β


α
αβcdxc )(  


74.ΘΕΩΡΗΜΑ 1ο 


Έστω gf ,   σ υ ν ε χ ε ί ς  συναρτήσεις στο ],[ βα  και ∈µλ, R. Τότε ισχύουν 


           •   ∫ ∫=
β


α


β


α
dxxfλdxxfλ )()(  


           •   ∫ ∫ ∫+=+
β


α


β


α


β


α
dxxgdxxfdxxgxf )()()]()([  


και γενικά 


           •   ∫ ∫ ∫+=+
β


α


β


α


β


α
dxxgµdxxfλdxxgµxfλ )()()]()([  
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Σχόλιο: 


Το σύµβολο ∫ οφείλεται στον Leibniz και ονοµάζεται σύµβολο ολοκλήρωσης. Αυτό είναι 


επιµήκυνση του αρχικού γράµµατος S της λέξης Summa (άθροισµα). Οι αριθµοί α και β 


ονοµάζονται όρια της ολοκλήρωσης. Η έννοια “όρια” εδώ δεν έχει την ίδια έννοια του ορίου 


του 2ου κεφαλαίου. Στην έκφραση ( )f x dx
β


α∫  το γράµµα x είναι µια µεταβλητή και µπορεί να 


αντικατασταθεί µε οποιοδήποτε άλλο γράµµα. Έτσι, για παράδειγµα, οι εκφράσεις ( )f x dx
β


α∫ , 


( )f t dt
β


α∫  συµβολίζουν το ίδιο ορισµένο ολοκλήρωµα και είναι πραγµατικός αριθµός, σε 


αντίθεση µε το ( )f x dx∫  που είναι ένα σύνολο συναρτήσεων.  


75. ΘΕΩΡΗΜΑ 2ο 


Αν η  f  είναι  σ υ ν ε χ ή ς  σε διάστηµα ∆ και ∆γβα ∈,, , τότε ισχύει 


∫∫∫
β


γ


γ


α


β


α
+= dx)x(fdx)x(fdx)x(f  


 


76. Γεωµετρική ερµηνεία (ορισµένου ολοκληρώµατος) 


Αν   0)x(f ≥ ,    τότε    ∫
β


α
≥ 0dx)x(f


 
α<β 


Από τους ορισµούς του εµβαδού και του ορισµένου ολοκληρώµατος προκύπτει ότι:  


Αν 0)( ≥xf  για κάθε ],[ βαx ∈ , τότε το ολοκλήρωµα ∫
β


α
dxxf )(  δίνει το 


εµβαδόν )(ΩE  του χωρίου Ω που περικλείεται από τη γραφική 


παράσταση της  f  τον άξονα xx ′  και τις ευθείες αx =  και 


βx =   ∆ηλαδή, ∫ =
β


α
ΩEdxxf )()( .  


Εποµένως, αν   0)( ≥xf ,    τότε    ∫
β


α
≥ 0dx)x(f  


 


77.Θεώρηµα 


Έστω f µια  σ υ ν ε χ ή ς  συνάρτηση σε ένα διάστηµα ],[ βα . Αν 0)( ≥xf  για κάθε 


],[ βαx ∈  και η συνάρτηση  f  δεν είναι παντού µηδέν στο διάστηµα αυτό, τότε 


∫
β


α
> 0dx)x(f . 
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78.ΘΕΩΡΗΜΑ 


Αν  f  είναι µια συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστηµα ∆ και α είναι ένα σηµείο του ∆, 


τότε η συνάρτηση   ∫=
x


α
dttfxF )()( , ∆x∈ ,  είναι µια παράγουσα της f στο ∆. 


∆ηλαδή ισχύει:
 


)()( xfdttf
x


a
=


′






 ∫ ,    για κάθε    ∆x∈ . 


• Από το παραπάνω θεώρηµα και το θεώρηµα παραγώγισης σύνθετης συνάρτησης 


προκύπτει ότι:  
 


)())(()( xgxgfdttf
g(x)


α
′⋅=


′






 ∫ , 


µε την προϋπόθεση ότι τα χρησιµοποιούµενα σύµβολα έχουν νόηµα. 


Η συνάρτηση xF(x) f(t)dtα= ∫ , x ∈ ∆ , είναι συνεχής και είναι µια παράγουσα της f στο ∆. 


 


79. Να διατυπώσετε το θεώρηµα ολοκλήρωτικού λογισµού και να το αποδείξετε. 


Έστω  f  µια συνεχής συνάρτηση σ’ ένα διάστηµα ],[ βα . Αν G είναι µια παράγουσα 


της  f  στο ],[ βα , τότε     ∫ −=
β


α
αGβGdttf )()()(  


ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 


Γνωρίζουµε ότι  η συνάρτηση ∫=
x


α
dttfxF )()(  είναι µια παράγουσα της  f  στο ],[ βα . 


Επειδή και η G είναι µια παράγουσα της  f  στο ],[ βα , θα υπάρχει ∈c R τέτοιο, ώστε   


cxFxG += )()( .           (1) 


Από την (1), για αx = , έχουµε ∫ =+=+=
α


α
ccdttfcαFαG )()()( , οπότε )(αGc = . 


Εποµένως,   )()()( αGxFxG += ,     οπότε, για βx = , έχουµε 


∫
β


α
α+=β⇒α+β=β )(Gdt)t(f)(G)(G)(F)(G      και άρα   


∫
β


α
α−β= )(G)(Gdt)t(f .        


Σχόλιο 
Οι τύποι της παραγοντικής ολοκλήρωσης και της αντικατάστασης για το ορισµένο 


ολοκλήρωµα. 


Ισχύει ότι: f(x)g (x)dx [f(x)g(x)] f (x)g(x)dxβ ββ
αα α′ ′= −∫ ∫ , όπου f ,g′ ′  είναι συνεχείς συναρτήσεις 


στο [ , ]α β . 


 Ισχύει ότι: 2


1


u
uf(g(x))g (x)dx f(u)duβ


α ′ =∫ ∫ , όπου f,g′  είναι συνεχείς συναρτήσεις, u g(x)= , 


du g (x)dx′=  και 
1


u g( )= α , 


 


2002  – 2008E -  2013 – 2018 
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80 . Εµβαδό χωρίου που ορίζεται από δύο θετικές συναρτήσεις 


Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα διάστηµα [ , ]α β  και f(x) 0≥  για 


κάθε x [ , ]∈ α β , τότε το εµβαδόν του χωρίου Ω που ορίζεται από τη 


γραφική παράσταση της  f , τις ευθείες x = α , x = β  και τον άξονα x x′  


είναι E( ) f(x)dxβ
αΩ = ∫ .  


 


 


81 . Εµβαδό χωρίου που ορίζεται από δύο θετικές συναρτήσεις 


Έστω, τώρα, δυο συναρτήσεις  f  και g, συνεχείς στο διάστηµα  µε  


για κάθε  και Ω το χωρίο που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις 


των  και τις ευθείες  και . Να δείξτε ότι  


       


Παρατηρούµε ότι 


. 


 


 


 


81α . Εµβαδό χωρίου που ορίζεται από δύο συναρτήσεις 


Έστω, τώρα, δυο συναρτήσεις  f  και g, συνεχείς στο διάστηµα ],[ βα  µε )x(g)x(f ≥  οι 


gf ,  µπορεί να είναι και αρνητικές στο ],[ βα . 


Για κάθε και Ω το χωρίο που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των gf ,  και 


τις ευθείες αx =  και βx = . Να δείξτε ότι ∫ −=
β


α
dxxgxfΩE ))()(()(  


Επειδή οι συναρτήσεις gf ,  είναι συνεχείς στο ],[ βα , θα υπάρχει αριθµός ∈c R τέτοιος 


ώστε 0)()( ≥+≥+ cxgcxf , για κάθε ],[ βαx∈ . Είναι φανερό ότι το χωρίο Ω έχει το ίδιο 


εµβαδόν µε το χωρίο Ω ′    


],[ βα 0)()( ≥≥ xgxf


],[ βαx∈


gf , αx = βx = ∫ −=
β


α
dxxgxfΩE ))()(()(


 Ω


 (α)
 O  x


 y=g(x)


 y=f (x)
 y


 Ω1


 (β)
 O  x


 y=f (x)
 y


 Ω2


 (γ)
 O  x


 y=g(x)


 y
18


∫ ∫ ∫ −=−=−=
β


α


β


α


β


α
dxxgxfdxxgdxxfΩΕΩΕΩΕ ))()(()()()()()( 21


 
 ∫ −=


β


α
dxxgxfΩE ))()(()(
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 β α


 (α)


 Ω


 O  x


 y


 y=g (x)


 y=f (x)


                       


 β α


 (β)


 Ω


 O  x


 y


 y=f (x)+c


 y=g (x)+c


20


 
Εποµένως, σύµφωνα µε τον τύπο (1), έχουµε:


∫ ∫ −=+−+=′=
β


α


β


α
dxxgxfdxcxgcxfΩΕΩΕ ))()(()])(())([()()( .         Άρα, ∫ −=


β


α
dxxgxfΩE ))()(()(  


 


82. Εµβαδόν του χωρίου Ω που περικλείεται από τον άξονα xx′ , τη γραφική 


παράσταση µιας συνάρτησης g, µε 0)( ≤xg  για κάθε ],[ βαx ∈  και τις ευθείες αx =  και 


βx =   


Πράγµατι, επειδή ο άξονας xx′  είναι η γραφική παράσταση της συνάρτησης 0)( =xf , 


έχουµε ∫ −=
β


α
dxxgxfΩE ))()(()(   ∫ ∫−=−=


β


α


β


α
dxxgdxxg )()]([ . 


Εποµένως, αν για µια συνάρτηση g ισχύει 0)( ≤xg  για κάθε ],[ βαx∈ , τότε ∫−=
β


α
dxxgΩE )()(


 
Σχόλιο 


Σύµφωνα µε τα παραπάνω το ( )f x dx
β


α∫  είναι ίσο µε το 


άθροισµα των εµβαδών των χωρίων που βρίσκονται πάνω από 


τον άξονα x x′  µείον το άθροισµα των εµβαδών των χωρίων 


που βρίσκονται κάτω από τον άξονα x x′  . 


 


 


Απαντήστε αν είναι Σωστά ή Λάθος τα παρακάτω 


1. Ισχύει ότι: ( ) )x(fdt)t(f
x


=
′


∫
α


, όπου f είναι συνεχής στο R. 


2. Aν ισχύει ∫
α


β
= 0dxx , τότε α=β. 


3. Αν ισχύει ∫
β


α
= 1dx)x(f , τότε α<β. 


4. Αν ισχύει ∫
β


α
=ηµ 0dxx , τότε συνβ=συνα. 


 


5. Αν F,G είναι παράγουσες των συνεχών f,g στο διάστηµα ∆ τότε η FG είναι παράγουσα 


της fg. 


 


 x  − 
 + 


 − 


 +  β 


 a 


 y 


 Ο 


25
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6. Αν F,G είναι παράγουσες των συνεχών f,g στο διάστηµα ∆ τότε η F-G είναι παράγουσα 


της f-g. 


7. Αν F,G είναι παράγουσες των συνεχών f,g στο διάστηµα ∆ τότε η 
G
F


είναι παράγουσα 


της 
g
f


.  


8. Aν dtt1)x(f
2x


0


4∫ += , τότε: 8x1x2)x('f += . 


9. Είναι: ∫ =++++
1


0


234 5dx)1x2x3x4x5( . 


10. Ισχύει ότι: 0dxx
0


=ηµ∫
π


. 


11. Ισχύει ότι: ∫∫
ππ


συν=ηµ 2


0


2


0
dx)x(fdx)x(f .  


12. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,β] και ισχύει ∫
β


α
≥ 0dx)x(f  τότε θα ισχύει 


0)x(f ≥ . 


13. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,β] και γε(α,β) τότε θα ισχύει 


∫ ∫∫
β


α


γ


β


γ


α


−= dx)x(fdx)x(fdx)x(f . 


14. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,β] τότε θα ισχύει ∫ ∫
β


α


α


β


= dx)x(fdx)x(f . 


15. Αν οι συναρτήσεις f,g είναι συνεχείς στο [α,β] και γε(α,β) τότε θα ισχύει 


[ ]∫ ∫∫
β


α


β


γ


γ


α


+=+ dx)x(gdx)x(fdx)x(g)x(f . 


16. Αν ∫ ηµ=Ι


π


dx  x43 


01  και dx x62
 


6
 2 συν=Ι ∫


π


π
τότε:  12   Ι〈Ι  


17. Αν xln)x(g,e)x(f
2x ==  και ∫∫ +=Ι


e


1


1


0


dx)x(gdx)x(f  τότε ισχύει: e=Ι  


18. Να αποδείξετε ότι για κάθε ολοκληρώσιµη συνάρτηση  RR:f → , όπου R  το σύνολο 


των πραγµατικών αριθµών, και για κάθε ζευγάρι πραγµατικών αριθµών α,β, ισχύει ότι:


[ ]∫
β


α


=−β+α− 0dx)x(f)x(f  


19. Η συνάρτηση F (x) = xlnx - x είναι µια παράγουσα της συνάρτησης f (x) = lnx. 


20. Αν F1, F2 είναι δυο παράγουσες µιας συνάρτησης f, τότε αυτές διαφέρουν κατά µια 


σταθερά c. 


 


21. H συνάρτηση f (x) = 
1  x


1  lnx
2 +


+
 δεν έχει παράγουσα στο διάστηµα [1, + ∞). 
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22. Αν f, g παραγωγίσιµες συναρτήσεις, θα ισχύει ο τύπος 


∫ =  - (x) g (x) ́ f  dx (x) ́ g (x) ́ f ∫  dx (x) g (x) ΄΄ f . 


23. Αν f, g είναι παραγωγίσιµες συναρτήσεις, θα ισχύει ∫ += c  (x) g (x) f  dx (x))΄ g (x) (f  


24. Αν η f είναι δυο φορές παραγωγίσιµη στο R, τότε θα ισχύει: ∫ += c  (x) ́ f  dx (x) ΄΄ f .   


25. Ισχύει: ∫ dx (x) f ⋅ ∫ ∫= dx (x)) g (x) (f  dx (x) g . 


26. Για x < 1 το ∫ 1 - x


dx
 είναι ίσο µε ln (1 - x) + c. 


27. Αν f (t) = ∫
t 


α 


2 dx 2x - x x , τότε  ∫
t 


α 


22 dx 2x - x x  = x⋅f (t). 


28. Αν f ΄ (x) = 
(x) ́ g


1
, τότε ∫ +=⋅ c   x dx (x) ́ g(x) ́ f . 


29. Ισχύει: ∫ =
α 


0 
(αα f α  dx (x) ́ f  x  - ∫


α 


0 
dx (x) f . 


30. Ισχύει: 
΄(x) g 


α 
dt (t) f 







 ∫  = f (g (x)) g ΄ (x). 


31. Ισχύει: 
΄(x) h 


(x) g 
dt (t) f 







 ∫  = f (h (x)) h ΄ (x) + f (g (x)) g ΄ (x). 


32. Ισχύει ∫∫ =
8 


6 


 4


2 
cdx  cdx  , c σταθερά 


33. Αν f συνεχής στο R και f (10) = 100, τότε ισχύει:  


100 = f (0) + ∫
10 


0 
dx (x) ́ f  . 


34. Ισχύει: ∫ =
1 


0 
συν1 - 1  ηµxdx  . 


35. Αν Α = ∫
2 


0 
dx (x) f , τότε: 


 ∫
2 


0 
dω (ωω f = Α  , ∫


0 


2 
dt (t) f = - Α  , ∫ =


2 


0 
8 - 3A  dz  4)- (z) f (3  


36. Αν η f είναι περιοδική συνάρτηση στο R µε περίοδο Τ, τότε θα ισχύει: 


∫ ∫=
 T


0 


2T  


T
dt (t) f   dt  (t) f . 


37. Αν ∫ ≥
β 


α 
0  dx (x) f  τότε f (x) ≥ 0 για κάθε x ∈ [α, β]. 


38. Αν f (x) ≤ g (x) για κάθε x ∈ [α, β], τότε θα ισχύει ότι  ∫∫ ≤
β 


α 


β 


α 
dx (x) g   dx (x) f . 


39. Για τη συνάρτηση του διπλανού σχήµατος ισχύει ότι:  ∫∫ <
3 


0 


2 


0 
dx (x) f   dx (x) f . 


y


x0


y´


x´ 2 3


Cf


 


40. Για τη συνάρτηση του σχήµατος, ισχύει ότι  ∫ =
α 


α- 
0  dx (x) f , για κάθε α > 0. 
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x


y


0


y=x
3


x´


y´  


41. Αν η f είναι συνεχής στο [α, β], τότε το ∫
α 


β 
dx (x) f  εκφράζει το εµβαδόν που 


περικλείεται µεταξύ της Cf, του άξονα x΄x και των ευθειών x = α, x = β. 


42. Ισχύει: ∫ >
π 


2


π
 


3 0  dx x) 4σ4σ- (1 . 


43. Ισχύει: ∫ =
2 x


1 
2lnx dt  


t


1
, x > 0. 


44. Αν ∫∫ =
β 


α 


β 


α 
dx (x) g   dx (x) f , τότε f (x) = g (x) για κάθε x ∈ [α, β]. 


45. Η ιδιότητα του ορισµένου ολοκληρώµατος ∫∫∫ +=
β 


γ 


γ 


α 


β 


α 
dx (x) f   dx (x) f   dx (x) f , 


ισχύει µόνο εφόσον  α < γ < β. 


46. Ισχύει: ∫ =
lnβ 


lnα 


x α - β  dxe , α, β > 0. 


47. Το εµβαδόν του σκιασµένου χωρίου του σχήµατος δίνεται από τη σχέση:   


Ε = ∫
1 


0 


23 dx ) x- (x .(Οι γραφικές παραστάσεις στο σχήµα είναι οι f(x)=x
2
 και 


g(x)=x
3
). 


x


y


0


y´


x´ 1


 
48. Για το εµβαδόν του σκιασµένου χωρίου που φαίνεται στο σχήµα,  


ισχύει:  Ε = - ∫
2 


2- 
dx (x) f . 


x´


y´


y


0
x


-2 2


 


49. Αν ∫
5 


0 
dx (x) f = 10, το ελάχιστο της f στο διάστηµα [0, 5] δεν µπορεί να είναι 3. 


50. Για τη συνάρτηση f (x) = 2 x- 1  ισχύει 


Α. ∫ =
1 


1 - 
0  dx (x) f   Β. ∫ =


1 


1 - 
2  dx (x) f  
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Γ. ∫ =
1 


1 - 2


π
  dx (x) f    ∆. ∫ =


1 


1 - 
π  dx (x) f  Ε. ∫ =


1 


1 - 


2π  dx (x) f  


y


x


y


0


y´


x´ -1 1


1
y=   1-x2


 


51. Το ολοκλήρωµα Ι = ( )∫
β 


α 
dx (x) g (x) f ΄


ισούται µε  


Α. f ΄ (β) g (β) - f (α) g ΄ (α)  B. f (β) g (β) - f (α) g (α) 


Γ. (f⋅g) (α) - (f⋅g) (β)   ∆. f (β) g ΄ (β) - f ΄ (α) g (α)   E. 2 (β - α) 


52. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α, β], τότε η παράσταση ( )΄β 


α 
dx (x) f ∫  είναι ίση 


µε   Α. f  (x)  B. f (β) - f (α)  Γ. (β - α) f (x)  ∆. 0 


E. F (β) - F (α) όπου F (x) παράγουσα της f 


53. Το ολοκλήρωµα Ι = ∫
β 


α 
dx (x) ́ g (x)) (g ́ f είναι ίσο µε  


Α. f ΄ (g (β)) - f ΄ (g (α)) B. f (g ΄ (β)) - f (g ΄ (α)) 


Γ. f (g (β)) - f (g (α))  ∆. g (β) - g (α)   E. f (β) - f (α) 


54. Το  ∫
β 


α 


x dxe 
2


 είναι πάντα  θετικό 


55. Για τη συνάρτηση f του διπλανού σχήµατος το ∫
β 


α 
dx (x) f  είναι ίσο µε 


Α. Ε1 + Ε2  Β. 
2


1
 (Ε2 - Ε1)       Γ. 2Ε1 + Ε2 ∆. 


2


1
 (Ε1 + Ε2) Ε. Ε2 - Ε1 


y´


x´ x


y


0 β
α
Ε1


Ε2


C f


 
56. Το εµβαδόν του σκιασµένου χωρίου είναι ίσο µε 


Α. e    Β. e - 1  Γ. 1  ∆. 1 - e  Ε. 2e 


x


y


0x´


y´


e1


 
 


57. Αν g (x) = f (x) + 1, το εµβαδόν του σκιασµένου χωρίου είναι ίσο µε 


Α. α⋅f (β) - β⋅f (α)  B. β - α  Γ. α⋅β  ∆. 1 τ.µ.  E. κανένα από τα 
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προηγούµενα 


y´


x´ x


y


0α β


Cf


Cg


 
58. Το εµβαδόν του σκιασµένου χωρίου του διπλανού σχήµατος είναι ίσο µε 


Α. ∫
 4


1 
dx (x) f   Β. ∫


 4


1 
dx (x)) (-f Γ. ∫


 4


1 
dx  4)- (x) (f  ∆. ∫


 4


1 
dx (x)) f - (4  


Ε. ∫
2 


1 
dx (x)) f - (4  + ∫


 4


2 
dx  4)- (x) (f  


x


y


0x´


y´


4


1 2 4


Cf


 


59. Aν ∫
β


α


= 0dx)x(f  και η f δεν είναι παντού µηδέν στο [ ]β,a  , τότε η f  παίρνει δυο , 


τουλάχιστον , ετερόσηµες τιµές. 


60. Το ολοκλήρωµα ∫
−


−
1


1


3 dx)xx(  παριστάνει το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από 


τη γραφική παράσταση της συνάρτησης f(χ)=χ
3
-χ και τον άξονα των χ. 


61. Αν f’(x) =ηµπχ και f(0)=0, τότε το f(1) ισούται µε 
π
2


 . 


62. Το ολοκλήρωµα ∫
−


−χ
1


1


2 dx1  είναι ίσο µε 
3
4


. 


63. Αν z ένας µιγαδικός αριθµός και z  ο συζυγής του, τότε ισχύει zzz −== . 


64. Έστω µια συνάρτηση f συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ και δύο φορές παραγωγίσιµη στο 


εσωτερικό του ∆. Αν 0)x(f >′′   για κάθε εσωτερικό σηµείο x του ∆, τότε η f είναι 


κυρτή στο ∆.  


65. Για κάθε συνάρτηση f, παραγωγίσιµη σε ένα διάστηµα ∆, ισχύει ∫ += c)x(fdx)x('f , 


IRc ∈   
66. Αν µια συνάρτηση f είναι κυρτή σε ένα διάστηµα ∆, τότε η εφαπτοµένη της γραφικής 


παράστασης της f σε κάθε σηµείο του ∆ βρίσκεται «πάνω» από τη γραφική της 


παράσταση. 


67. Έστω µια συνάρτηση f ορισµένη σε ένα διάστηµα ∆ και x0 ένα εσωτερικό σηµείο του 


∆. Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο x0 και 0)x('f 0 = , τότε η f παρουσιάζει υποχρεωτικά 
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τοπικό ακρότατο στο x0. 


 


68. Αν η συνάρτηση f είναι ορισµένη στο ],[ βα  και συνεχής στο ],( βα , τότε  


β
α


β


α
∫ ∫ 



















= dx)x(fdx)x(f  


69. Η διανυσµατική ακτίνα του αθροίσµατος δύο µιγαδικών αριθµών είναι το άθροισµα 


των διανυσµατικών ακτίνων τους. 


70. Αν ( ) lxflim
0xx


=
→


 , αν και µόνο αν ( ) ( ) lxflimxflim
00 xxxx


==
+− →→


. 


71. Αν οι συναρτήσεις f, g είναι παραγωγίσιµες στο χ0, τότε η συνάρτηση f.g είναι 


παραγωγίσιµη στο χ0 και ισχύει: (f.g)΄(x0)=f΄(χ0)g΄(χ0) 


72. Έστω µια συνάρτηση f, η οποία είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆.Αν f΄(χ)>0 σε κάθε 


εσωτερικό σηµείο χ του ∆, τότε η f είναι γνησίως φθίνουσα σε όλο το ∆. 


73. Αν µια συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα ∆ και παραγωγίσιµη σ’ αυτό, 


τότε f΄(x)>0 για κάθε ∆∈x . 


74. Αν  f΄(x)>0 για κάθε IRx ∈ , τότε τα σηµεία Α(1,2) και Β(2,-4) ανήκουν και τα δύο στη 


γραφική παράσταση της f. 


 


Βασικές παρατηρήσεις 


1. Για να δείξουµε ότι η συνάρτηση f:Α →R είναι ''1-1  


α. αρκεί να δείξουµε ότι  είναι f(χ1) = f(χ2) τότε χ1 = χ2  .ή     χ1 ≠ χ2  είναι f(χ1)≠ f(χ2)    


β. Με µονοτονία (συνήθως παράγωγο) 


2. Για µια αντιστρέψιµη συνάρτηση f ισχύει η ισοδυναµία:          y=f(x)   ⇔    x=f 
-1


 (y). 


α. Αν f(0)=κ και µας ζητούν να βρούµε τις ρίζες της f
-1


 τότε f 
-1


(κ)=0 και επειδή η f
-1


 


είναι 1-1 η µοναδική ρίζα της είναι το κ. 


β. Όταν ζητείτε ο τύπος της αντίστροφης λύνουµε την εξίσωση f(x)=y ως προς x (αφού 


πρώτα δείξουµε ότι είναι 1-1). Πρέπει να βρούµε το πεδίο ορισµού της f
-1


 που είναι 


το σύνολο τιµών της f, το f(A) και σύνολο τιµών το πεδίο ορισµού Α της f . 


γ. Σε περίπτωση που οι γραφικές παραστάσεις δύο αντίστροφων συναρτήσεων 


τέµνονται τότε το κοινό σηµείο βρίσκεται πάνω στην y=x. 


Γενικά: 


�Οι γραφικές παραστάσεις C  και C ′  των συναρτήσεων  f  και 1−f  είναι 


συµµετρικές ως προς την ευθεία y=x.  


�Αν f δεν είναι αντιστρέψιµη τότε δεν είναι «1-1». 


�Αν f δεν είναι αντιστρέψιµη τότε δεν είναι γνησίως µονότονη.  


�Αν f γνησίως µονότονη συνάρτηση τότε είναι «1-1» και αντιστρέψιµη. 


�Αν f είναι αντιστρέψιµη τότε δεν είναι πάντα γνησίως µονότονη.  


�Αν f είναι «1-1» δεν είναι άρτια. 


�Αν f ↑ στο ∆ τότε και f
-1


 ↑ στο f(∆). 


�Αν f ↓ στο ∆ τότε και f
-1


 ↓ στο f(∆). 


�Αν f  ↑ τότε οι εξισώσεις f(x)=f
-1


(x) και f(x)=x είναι ισοδύναµες (έχουν τις ίδιες 


λύσεις), δηλαδή τα κοινά σηµεία των Cf,  Cf-1 βρίσκονται πάνω στην y=x. 
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�Αν ένα σηµείο ανήκει στην Cf και την y=x τότε ανήκει και στην Cf-1 . 


�Η y=x δεν είναι ο µοναδικός άξονας συµµετρίας των Cf,  Cf-1 . 


3. Για να ορίζονται οι gοf, fοg  πρέπει να βρεθούν τα πεδία ορισµού τους. Γενικά gοf≠ fοg. 


4. �Όταν µας δίνεται ότι lxfG
kx


=
→


))((lim  και ζητείται το )(lim xf
kx→


, τότε θέτουµε 


H(x)=G(f(x)) και λύνουµε ως προς f για να πάρουµε όριο. 


�∆εν σπάµε ποτέ τα όρια αν δεν υπάρχουν. 


�Για τα όρια των συναρτήσεων )]([ 2


lim λγβα +±++
±∞→


kxxx
x


 τα όρια αυτά δεν 


υπολογίζονται µε DLH αλλά µε συζυγή παράσταση µόνο αν καταλήγουν στην 


απροσδιοριστία 0(±∞) διαφορετικά θα βγεί  ±∞. 


5. Προσοχή!!! ∆εν υπάρχουν τα όρια  και  . Σε περίπτωση που τα 


συναντάµε σε κάποια παράσταση χρησιµοποιούµε το Κ.Π. λαµβάνοντας υπόψιν µας τις 


ιδιότητες: ,  ,  για κάθε χ. Η ισότητα στην τελευταία ανίσωση 


ισχύει µόνο στο 0. 


6. Αν σε κάποια συνάρτηση δεν µπορούµε να βρούµε απευθείας την τιµή της στο χο 


ενδεχοµένως να χρειάζεται να υπολογίσουµε το όριό της στο χο. Αν έχουµε ότι η 


συνάρτηση είναι συνεχής στο χο , τότε η τιµή της θα συµπίπτει µε το όριό της.  


Αν  συνεχής στο χο τότε: . 


7. Αν γνωρίζουµε ότι  κοντά στο χο και  τότε και µε δεδοµένο ότι 


θα ισχύει  το συµπέρασµά µας , από το Κ.Π. θα είναι ότι 


Παρόµοιο συµπέρασµα θα έχουµε και για το - . 


8. Αν έχουµε ζητούµενο : « να δείξετε ότι υπάρχει χο ώστε ή …»    ή   


« να δείξετε ότι υπάρχει χο ώστε οι γραφικές παραστάσεις των f,g έχουν ένα κοινό 


σηµείο ».  Ενδεχοµένως να χρειάζεται  


µια απλή επίλυση εξίσωσης,  


�αν όχι: � µήπως προκύπτει άµεσα από τα δεδοµένα;  


�αν όχι: �Θεωρήµατα: Bolzano  


�αν όχι: � Rolle  


�αν όχι: � θεώρηµα ενδιάµεσων τιµών 


�αν όχι: � θεώρηµα µέσης τιµής 


�αν όχι: � Fermat,      


�αν όχι: � σύνολο τιµών  


�αν όχι: � ο θεός βοηθός!! 


9. Αν έχουµε άσκηση µε εξίσωση εφαπτοµένης:  


Είναι απαραίτητο να γνωρίζουµε το σηµείο επαφής  . 


Αν δεν δίνεται ή δεν προκύπτει από κάποιο δεδοµένο είναι καλό να ξεκινάµε 


υποθέτοντας «έστω   το σηµείο στο οποίο εφάπτεται η ευθεία η οποία….»  


Μην ξεχνάµε ότι η εφαπτοµένη ευθεία έχει συντελεστή διεύθυνσης λ=  και 


εξίσωση . 


x
x


ηµ
±∞→


lim x
x


συν
±∞→


lim


1≤xηµ 1≤xσυν xx ≤ηµ


f )(lim)( xfxf
oxx


o →
=


)()( xfxg ≤ +∞=
→


)(lim xg
oxx


+∞<≤ )()( xfxg +∞=
→


)(lim xf
oxx


∞
kxf =)( 0 kxf =)( 0


/


)(,( oo xfx


)(,( oo xfx


)(/


oxf


))(()( /


ooo xxxfxfy −=−
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�Η y=λx+κ είναι εφαπτοµένη της γ.π της f στο Μ(α,β) όταν β=f(α), f΄(α)=λ. 


�ε//χ΄χ ⇔ f΄(α)=0. 


�ε//η    ⇔  f΄(α)=λ. 


�ε⊥ η   ⇔  f΄(α)= 
λ
1


. 


�Αν οι γραφικές παραστάσεις των f, g έχουν κοινή εφαπτοµένη στο Μ(α,β) τότε  


β=f(α)=g(α)  και  f΄(α)=g΄(α). 


� Αν οι γραφικές παραστάσεις των f, g έχουν κοινή εφαπτοµένη σε διαφορετικά 


σηµεία Α(α,f(α)) και Β(β,g(β)) τότε y=f΄(α)x-αf΄(α)+f(α) και y=g΄(β)x-βg΄(β)+g(β) 


οπότε ταυτίζω τους συντελεστές. 


10. Όταν µας δίνεται ότι η  είναι παραγωγίσιµη στο χο τότε µας δίνονται τα όρια:  


 καθώς και το , αφού η συνάρτηση θα είναι και 


συνεχής. 


11. Πρόσηµο συνάρτησης ή παραγώγων της  - Απόδειξη ανισώσεων. 
(ΑΠΟ∆ΕΙΧΘΕΙΣΑ ΑΝΙΣΩΣΗ) 
�Α. Επίλυση ανίσωσης: Μπορεί το πρόσηµο να προκύπτει άµεσα από την επίλυση 


µιας εύκολης ανίσωσης ή από τα δεδοµένα της άσκησης.  


Μην ξεχνάµε το πρόσηµο ενός τριωνύµου. 


�Β. Χρήση Bolzano: Αν η συνάρτηση είναι συνεχής σε ένα διάστηµα και  0 τότε 


θα διατηρεί σταθερό πρόσηµο στο διάστηµα αυτό. Το πρόσηµό της µπορεί να προκύψει 


αν γνωρίζουµε ή µπορούµε να βρούµε  κάποια τιµή της συνάρτησης στο διάστηµα 


αυτό, διαφορετικά απλά διατηρεί σταθερό πρόσηµο. 


�Γ. Χρήση µονοτονίας: Αν η συνάρτηση είναι γνησίως µονότονη και κάπου µηδενίζει 


στο σηµείο αυτό αλλάζει πρόσηµο  


Παράδειγµα: Αν  γνησίως αύξουσα στο IR και  τότε:                                   


για κάθε χε(- ,χο) ισχύει: χ<χο  και  


για κάθε χε(χο , + ) ισχύει: χ>χο  
�∆. Χρήση Θ.Μ.Τ. : Παράδειγµα: Αν η  κυρτή στο IR και  βρείτε το 


πρόσηµο της  Απάντηση: Αν  στο διάστηµα [χ , 0] ισχύει το 


Θ.Μ.Τ. οπότε υπάρχει  µεταξύ του χ και του 0 ώστε: = . Στο 


σηµείο αυτό χρησιµοποιούµε τη µονοτονία της  η οποία είναι γνησίως αύξουσα 


αφού  κυρτή στο IR ως εξής: χ<χο<0 άρα   


 πολλαπλασιάζουµε την πρώτη ανισότητα µε το αρνητικό χ , 


αλλάζοντας τη φορά της :  εποµένως:  για κάθε χε(- ,0).                       


Με τον ίδιο τρόπο αν χ>0 θα συµπεράνουµε ότι:  για κάθε χε(0,+ ). 


�Ε. Χρήση ακροτάτων: Αν η συνάρτηση έχει ελάχιστη τιµή έναν αριθµό κ τότε όλες 


οι τιµές της θα είναι µεγαλύτερες από τον αριθµό αυτό. Αν η συνάρτηση έχει µέγιστη 


τιµή έναν αριθµό κ τότε όλες οι τιµές της θα είναι µικρότερες από τον αριθµό αυτό. 


f
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�ΣΤ. Χρήση κυρτότητας: Αν µια συνάρτηση  είναι κυρτή σε ένα διάστηµα ∆ και 


Α  ένα τυχαίο σηµείο της µε xo ε ∆ τότε η γραφική της παράσταση της  


βρίσκεται πιο πάνω από την εφαπτοµένη της στο σηµείο Α. Αυτό είναι ισοδύναµο µε 


την ανίσωση:  για κάθε x ε ∆, µε  ∆ηλαδή: 


 για κάθε x ε ∆, η ισότητα ισχύει µόνο στο σηµείο επαφής 


δηλαδή για x=xo. 


Οµοίως αν η   είναι κοίλη σε ένα διάστηµα ∆:  για κάθε x ε 


∆, η ισότητα ισχύει µόνο στο σηµείο επαφής δηλαδή για x=xo. 


�Ζ. Το πρόσηµο του ορίου:  
Προσοχή!!! Αυτό δίνει το πρόσηµο της συνάρτησης µόνο κοντά στο χο. 


�Η. Χρήση συνόλου τιµών: Το σύνολο τιµών µιας συνάρτησης µας δείχνει ακριβώς 


ποιες είναι οι τιµές της συνάρτησης οπότε ενδεχοµένως να προκύπτει και το πρόσηµό 


της. 


�Θ. Η ανισότητα του ορισµένου ολοκληρώµατος: Χρησιµοποιείται όταν έχουµε 


ορισµένο ολοκλήρωµα         σε ένα διάστηµα [α , β] ή σε διάστηµα [α , χ] µε χ>α 


 


 εφόσον  για κάθε χ ε [α , β]. Αν όµως υπάρχει έστω και ένα χ0 για 


το οποίο  τότε   


12. Για την απόδειξη της ύπαρξη µιας τουλάχιστον ρίζας κάποιας εξίσωσης ή κάποιου 


χο : 


� Απλά λύνουµε την εξίσωση. Προφανής λύση. Προκύπτει άµεσα από τα δεδοµένα. 


� Bolzano σε ένα διάστηµα. (  )  


� ενδιάµεσων τιµών  


� σύνολο τιµών(  )(Επιµέρους σύνολα τιµών) 


� Rolle σε ένα διάστηµα. (  ) 


�  Θ.Μ.Τ. σε ένα διάστηµα. (  ) 


�  Fermat , εφόσον διαπιστώνεται η ύπαρξη ακρότατου. (  ) 


13. Για την απόδειξη της µοναδικότητας ρίζας κάποιας εξίσωσης ή κάποιου χο: 


�Α. Αν έχουµε λύσει την εξίσωση τότε προκύπτει άµεσα. 


�Β. Με τη βοήθεια της µονοτονίας, «1-1» 


�Γ. Με τη βοήθεια του Rolle , σε άτοπο. 


14. Όταν σε κάποια άσκηση µας δίνεται µια ανισότητα η οποία ισχύει για κάθε τιµή της 


µεταβλητής που περιέχει τότε:  


�Α. Η ανισότητα µπορεί να δίνεται για να χρησιµοποιηθεί για την απόδειξη κάποιου 


ζητούµενου, π.χ. την εύρεση της µονοτονίας µιας συνάρτησης, την εύρεση µιας άλλης 


ανισότητας, ….. 


�Β. Η ανισότητα µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να υπολογιστεί κάποιο όριο µε τη 


βοήθεια του κριτηρίου παρεµβολής.  (  για κάθε χ τότε  συνεχείς , 


παραγωγίσιµες στο 0;) 
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�Γ. Η ανισότητα µπορεί να χρησιµοποιηθεί µαζί µε την ιδιότητα των ορίων: Αν τα 


όρια των  στο χο υπάρχουν και είναι αριθµοί και οι συναρτήσεις κοντά στο χο είναι 


άνισες τότε και τα όριά τους θα είναι οµοιοτρόπως άνισα.   


�∆. Η ανισότητα µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την απόδειξη ότι µια συνάρτηση έχει 


ελάχιστο ή µέγιστο σε ένα εσωτερικό σηµείο ενός διαστήµατος στο οποίο αυτή είναι 


παραγωγίσιµη οπότε ….. FERMAT.(∆ΟΣΜΕΝΗ ΑΝΙΣΩΣΗ) 


15. Όταν θέλουµε να δείξουµε ότι µια συνάρτηση είναι σταθερή, σε ένα διάστηµα, 


µπορούµε, εφόσον γίνεται, να δείξουµε ότι είναι παραγωγίσιµη και ότι έχει 


παράγωγο 0 Αν θέλουµε να δείξουµε ότι δύο συναρτήσεις είναι ίσες σε ένα 


διάστηµα , µπορούµε, εφόσον γίνεται, να δείξουµε ότι η διαφορά τους είναι 


παραγωγίσιµη συνάρτηση µε παράγωγο 0, οπότε η διαφορά τους θα είναι c , κατόπιν 


δείχνουµε ότι το c είναι 0. 


16. Κάθε συνάρτηση συνεχής στο [α , β] θα έχει ελάχιστη και µέγιστη τιµή. Προσοχή 


έχουµε τοπικά ακρότατα και στα άκρα.  


Για να είναι συνεχής η   στο [α , β] δεν απαιτείται συνέχεια στα α , β: πρέπει να είναι 


συνεχής στο (α , β) και , . 


17. Για να δείξουµε ότι η συνάρτηση  δεν έχει τοπικό ή ολικό ακρότατο σε ένα ανοικτό 


διάστηµα              (α , β) αρκεί να δείξω ότι η  είναι γνησίως µονότονη στο (α , β) ή , 


εφόσον γνωρίζουµε,  ότι η  είναι παραγωγίσιµη στο (α , β) να φτάσουµε σε άτοπο µε 


την υπόθεση ότι έχουµε ακρότατο στο   χο ε (α , β) οπότε από Fermat  . Με 


τον ίδιο τρόπο σκεφτόµαστε και για σηµείο καµπής. 


18. Μια συνάρτηση γνησίως µονότονη στο [α , β] έχει ελάχιστο και µέγιστο στα α , β. 


19. Επιρροή της Μονοτονίας 
Αν η f γνησίως αύξουσα στο ∆ τότε: 


�Εξασφαλίζεται ότι η f(x)=0 έχει το πολύ µία ρίζα στο ∆. 


�Εξασφαλίζεται ότι η f(x)=0 έχει µοναδική ρίζα στο ∆. 


�Τότε η f είναι «1-1». Μπορούµε στο ∆ να δείχνουµε ισότητες. 


�Μπορούµε να βρούµε το σύνολο τιµών της f, το f(∆) και αν το 0ε f(∆) τότε έχει 


ακριβώς µία ρίζα στο ∆. 


�Στηριζόµενοι στο σύνολο τιµών µπορούµε να βρούµε τα ολικά ακρότατα της 


συνάρτησης αν υπάρχουν. 


�Μπορούµε να βρούµε τα τοπικά ακρότατα της συνάρτησης αν υπάρχουν. 


�Βρίσκουµε το πρόσηµο της f(x)=P(x)-Q(x). 


�∆είχνουµε (λύνουµε) ανισώσεις P(x)≥Q(x), P(x)≤Q(x). 


20. Όταν µας δίνεται ότι η  έχει πλάγια ασύµπτωτη στο +  την ψ=αχ+β τότε µας 


δίνονται τα όρια:  (ορισµός)   και 


 


21. ∆εν χρησιµοποιώ κανόνα DHL όταν η f είναι παραγωγίσιµη µόνο στο σηµείο 


σύγκλισης, διότι τους κανόνες παραγώγισης τους εφαρµόζω ότν ξέρω ότι µια 


συνάρτηση είναι παραγωγίσιµη σε διάστηµα και όχι σε σηµείο. 
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22. Το ορισµένο ολοκλήρωµα  είναι ο αριθµός , F παράγουσα της 


συνεχούς f(x) . 


23. Η συνάρτηση  είναι παράγουσα της συνεχούς :                                     


Είναι συνάρτηση µε µεταβλητή το χ η οποία πρέπει να παίρνει τιµές   στο ίδιο 


διάστηµα µε το α και στο οποίο διάστηµα η  ορίζεται και είναι συνεχής.  


Να µην συγχέουµε την µεταβλητή του ορισµένου ολοκληρώµατος t µε την µεταβλητή 


της συνάρτησης ολοκλήρωµα χ   Η κάθε µία για την άλλη είναι σταθερή – ανεξάρτητη.  


Το t παίρνει τιµές µεταξύ του α και του χ.                        


Προσοχή!  Οι µεταβλητές µπορεί να δοθούν και ανάποδα! 


24. Για τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος  
�Α. Αν παρατηρούµε ότι στο ολοκλήρωµα υπάρχει µια συνάρτηση και η παράγωγός 


της τότε µάλλον χεριάζετε να κάνουµε αντικατάσταση. 


�Β. Αν παρατηρούµε ότι υπάρχει παράσταση της µορφής  τότε µάλλον 


χρειάζεται να κάνουµε κατά παράγοντες. 


�Γ. Αν παρατηρούµε παράσταση της µορφής  τότε µάλλον χρειάζεται 


αντικατάσταση το  
�∆. Να µην ξεχνάµε, στο ορισµένο ολοκλήρωµα,  να αλλάζουµε τα όρια 


ολοκλήρωσης όταν κάνουµε αντικατάσταση. 


�Ε. Να µην ξεχνάµε, στο αόριστο ολοκλήρωµα, να αντικαθιστούµε, στο τέλος, το ψ 


που αντικαταστήσαµε στη µέθοδο αντικατάστασης. 


�Στ. Να µην ξεχνάµε, στο αόριστο ολοκλήρωµα, να βάζουµε το c στο τέλος του 


υπολογισµού του. 


�Ζ. Να µην ξεχνάµε το απόλυτο στη συνάρτηση όταν υπολογίζουµε εµβαδό χωρίου 


και βέβαια ότι το εµβαδό είναι θετικός αριθµός!! 


25. Ισχύει :   . Χρήσιµο για τον υπολογισµό τιµών της συνάρτησης 


 όταν είναι γνωστός ο ρυθµός µεταβολής της , οπότε µπορεί να υπολογιστεί το 


. 


26. Ισχύει :   . Χρήσιµο για τον υπολογισµό της συνάρτησης  όταν 


είναι γνωστός ο ρυθµός µεταβολής της  και κάποια τιµή της  οπότε µπορεί να 


υπολογιστεί το . 


27. Για τον υπολογισµό του πεδίου ορισµού , (όταν αυτό µας ζητείται ή δεν δίνεται), της 


συνάρτησης  και εφόσον η  είναι συνεχής σε ένωση δύο διαστηµάτων 


∆1 , ∆2 , οι συναρτήσεις  παραγωγίσιµες στα πεδία ορισµού τους πρέπει να 


λάβουµε υπόψιν µας τους εξής περιορισµούς για το χ: 


Το χ να ανήκει στα πεδία ορισµού των  και συγχρόνως   να ανήκουν και 


τα δύο στο ∆1  ή και τα δύο στο ∆2. 


Κατόπιν επιλέγοντας κατάλληλο (;) αριθµό α  θα πρέπει να µετασχηµατίσουµε την 
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συνάρτηση : 


. Ποια θα είναι η παράγωγός της; 


Αντίστροφα θεωρήµατα που δεν ισχύουν πάντα 
1. Μπορεί η f να είναι ‘1-1» στο ∆ χωρίς να είναι γνησίως µονότονη στο ∆. 


2. Μπορεί µια συνάρτηση να έχει ρίζα σε ένα διάστηµα (α,β), τότε δεν είναι 


υποχρεωτικά συνεχής και ούτε τα f(α) ,f(β) είναι υποχρεωτικά ετερόσηµα (δηλαδή  


f(α)f(β)<0). 


3. Αν f(α)f(β)<0 και f συνεχής στο (α,β) ή στο (α,β] ή στο [α,β) τότε η f δεν έχει πάντα 


ρίζα στο (α,β). 


4. Αν η f δεν είναι συνεχής στο xο τότε δεν είναι παραγωγίσιµη στο xο. 


5. Μπορεί µια συνάρτηση να είναι συνεχής στο  xο  δέν είναι καί οπωσδήποτε καί 


παραγωγίσιµη στο xο. 


6. Αν f ΄(x)=0 για xε∆=(α,β)U(β,γ) τότε η f δεν είναι πάντα σταθερή στο ∆. 


7. Μπορεί µια συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα στο ∆, η παραγωγός της δεν είναι 


υποχρεωτικά θετική (f ΄(x)>0) στο εσωτερικό του ∆ , µπορεί να είναι και µηδέν 


f΄(x)≥0. 


8. Μπορεί µια συνάρτηση είναι γνησίως φθίνουσα στο ∆, η παραγωγός της δεν είναι 


υποχρεωτικά αρνητική (f ΄(x)<0) στο εσωτερικό του ∆ , µπορεί να είναι και µηδέν 


f΄(x)≤ 0. 


9. Μπορεί µια συνάρτηση f να είναι κυρτή δεν είναι υποχρεωτικά θετική (f ΄΄(x)>0) 


όµως µπορεί να είναι και µηδέν f΄΄(x)≥0. 


10. Μπορεί µια συνάρτηση f να είναι κοίλη δεν είναι υποχρεωτικά αρνητική  


(f ΄΄(x)<0) όµως µπορεί να είναι και µηδέν f΄΄(x) ≤0. 


11. Αν f ΄(xo)=0 τότε η f δεν παρουσιάζει πάντα ακρότατο στο xο.  


12. Αν f ΄΄(xo)=0 τότε η f δεν παρουσιάζει πάντα σηµείο καµπής στο xο.  
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Εκ των ων ουκ άνευ 
1. Αν µια συνάρτηση είναι γνωσίως φθίνουσα κατά διαστήµατα, τότε δεν µπορεί να 


παρουσιάζει ολικό ελάχιστο. Λάθος γιατί η 
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2. Στις συναρτήσεις µπορούµε να µετασχηµατίσουµε πρώτα τον τύπο τους και µετά 


να βρίσκουµε το πεδίο ορισµού τους; 


Όχι. Το πεδίο ορισµού της συνάρτησης το βρίσκουµε πριν µετασχηµατίσουµε τον τύπο 


της.  Για παράδειγµα , έστω η συνάρτηση  µε τύπο  
1


1
)(


2 −
−


=
x


x
xf   . 


3. Αν f,g δύο συναρτήσεις µε πεδία ορισµού Α και Β αντίστοιχα, τότε πότε η gof δεν 


ορίζεται Η gof δεν ορίζεται όταν f(A) I B=Ø. 


4. Αν f, g δύο συναρτήσεις µε πεδίο ορισµού Α, Β αντιστοίχως και  ορίζονται οι fog 


και gof τότε υποχρεωτικά ισχύει fog ≠ gof 


Λάθος οι συναρτήσεις f(x)=x, g(x)=x ικανοποιούν την σχέση fog=gof. 


5. Αν οι συναρτήσεις  f,g είναι ορισµένες στο Α και για κάθε xεR , ισχύει f(x)g(x)=0, 


τότε µπορώ να πω ότι f(x)=0 για κάθε  xεR ή g(x)=0 για κάθε  xεR; 


Όχι γιατί υπάρχουν συναρτήσεις που έχουν γινόµενο µηδέν, αλλά αυτές δεν είναι 


µηδενικές. Για παράδειγµα οι συναρτήσεις: 
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6. Αν για µία συνάρτηση  f είναι ορισµένη σε ένα διάστηµα ∆  , τα 1,2ε∆  και είναι 


f(1)<f(2), µπορούµε να πούµε ότι η συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα στο ∆. 


Όχι , αν δεν ξέρουµε ότι η συνάρτηση είναι γνησίως µονότονη στο   ∆. 


7. Όλες οι συναρτήσεις είναι οπωσδήποτε µονότονες στα υποδιαστήµατα του πεδίου 


ορισµού τους; 


Όχι. ∆εν είναι απαραίτητο µία συνάρτηση να είναι µονότονη στο πεδίο ορισµού της. 


8. Υπάρχουν συναρτήσεις που δεν είναι µονότονες σε κανένα υποδιάστηµα του πεδίου 


ορισµού τους.  


Για παράδειγµα, η συνάρτηση µε τύπο 
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)( ,συνάρτηση Dirichlet. 


9. Αν µία συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα (ή γνησίως φθίνουσα) σε δύο 


διαστήµατα ∆1,∆2 του πεδίου ορισµού της, σηµαίνει ότι θα είναι γνησίως αύξουσα 


(ή γνησίως  φθίνουσα) και στην ένωσή τους ∆1U∆2. 


Όχι παράδειγµα η ���	 = �
�. 


10. Η εύρεση του τύπου της αντιστρόφου συνάρτησης βρίσκεται πάντοτε, σε 


οποιοδήποτε τύπο  συνάρτησης; 


Όχι π.χ f(x)=3x
5
+2x


3
+6x+5 
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11. Θέλω να γνωρίζω ως προς τα σηµεία τοµής των γραφηµάτων της f και f
-1


 , τι 


συµβαίνει  όταν: 


α. η  είναι γνησίως αύξουσα. 


τότε τα σηµεία τοµής (αν υπάρχουν) των γραφηµάτων της  και  είναι υποχρεωτικά πάνω 


στη  διχοτόµο y=x. 


β.η  είναι γνησίως φθίνουσα. 


τότε τα κοινά σηµεία τοµής των γραφηµάτων της  f και f
-1


,αν υπάρχουν, δεν βρίσκονται 


υποχρεωτικά µόνο πάνω στη διχοτόµο y=x.   π.χ f(x)=-x
2
+1, xε[0, +∞) 


12. Είναι σωστό f(f
-1


(x))=x xεΑ.  Λάθος πρέπει xεf(A). 


13. Μία συνάρτηση f που είναι ορισµένη σ΄ ένα διάστηµα ∆ και είναι 1-1, η γραφική 


της  παράσταση  τέµνει τον άξονα  σε ένα ακριβώς σηµείο; 


Όχι, διότι για να ισχύει θα πρέπει το 0εf(A) , πράγµα το οποίο δεν γνωρίζουµε. 


14. Αν x1,x2 εΑf µε  x1=x2 τότε f(x1)=f(x2).  Ναι 


15. Αν x1,x2 εΑf µε  x1≠x2 τότε f(x1) ≠f(x2).  Όχι f(x)=x
2
 ,2≠-2 ενώ f(2)=f(-2). 


16. Αν x1,x2 εΑf µε  f(x1)=f(x2) τότε x1=x2.  Όχι πρέπει η f «1-1». 


17. Από τον ορισµό ότι µια συνάρτηση  f  είναι 1 1− , αν και µόνο αν:Για κάθε 


στοιχείο y του συνόλου τιµών της η εξίσωση f(x) y=  έχει ακριβώς µια λύση 


ως προς x. 


18. ∆εν υπάρχουν σηµεία της γραφικής της παράστασης µε την ίδια τεταγµένη. Αυτό 


σηµαίνει ότι κάθε οριζόντια ευθεία τέµνει τη γραφική παράσταση της  f  το 


πολύ σε ένα σηµείο. 


19. Αν µια συνάρτηση είναι γνησίως µονότονη, τότε είναι συνάρτηση "1 1"− .Το 


αντίστροφο γενικά δεν ισχύει. Υπάρχουν δηλαδή συναρτήσεις που είναι 1 1−


αλλά  δεν είναι γνησίως µονότονες.  


Παράδειγµα 


Η συνάρτηση η συνάρτηση 
x , x 0


g(x) 1
, x 0


x


 ≤



= 
>


 είναι 1 1− , αλλά δεν 


είναι γνησίως µονότονη. 


20. To )(lim xf
oxx→


  αν υπάρχει, είναι µοναδικό; Ναι 


21. Η αναζήτηση του ορίου )(lim xf
oxx→


 µιας συνάρτησης  στο x= xo έχει πάντα νόηµα;  


Όχι. Πρέπει η συνάρτηση  να ορίζεται όσο θέλουµε κοντά στο x= xo, δηλαδή η f να 


είναι ορισµένη σε ένα σύνολο της µορφής (a, xo)U(xo,b) ή (a, xo) ή (xo,b). 


22. Πόσο κάνει το 23


0
lim xx


x


−−
→


  . 
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23. Για να αναζητήσουµε το  )(lim xf
oxx→


, το xo πρέπει να ανήκει στο πεδίο ορισµού της  


συνάρτησης; 


∆εν είναι απαραίτητο. Αρκεί η συνάρτηση να ορίζεται όσο κοντά θέλουµε στο xo . 


∆ηλαδή  η συνάρτηση να είναι ορισµένη σε ένα σύνολο της µορφής (a, xo)U(xo,b)  


ή (a, xo) ή (xo,b). 


24. Το όριο )(lim xf
oxx→


 της  f στο xo είναι ίσο µε την τιµή της  f στο  xo; 


Μπορεί να είναι ίσο µε την f(xo)  ή διαφορετική από αυτή 


25. Οι ιδιότητες των πράξεων των ορίων ισχύουν πάντα;  


Όχι, βασική προϋπόθεση να υπάρχουν τα όρια των συναρτήσεων 


π.χ ∆εν υπάρχουν τα )(lim
0


xf
x→


, )(lim
0


xg
x→


µε 
x


x
xf =)( ,


x


x
xg −= 2)(  ενώ υπάρχει το 


)]()([lim
0


xgxf
x


+
→


. 


26. Υπάρχουν τα όρια των 


τριγωνοµετρικών συναρτήσεων 


x
x


ηµlim
±∞→


, x
x


συνlim
±∞→


. 


Όχι γιατί είναι περιοδικές συναρτήσεις 


Σαν απόδειξη µπορούµε να θεωρήσουµε 


την εξής: Έστω η συνάρτηση  f(x)=συνx, 


αποδεικνύεται ότι f(2x)=2f
2
(x)-1, αν ax


x


=
+∞→


συνlim .  


Τότε 2α
2
-α-1=0, α=1 ή α=1/2, άτοπο γιατί το όριο είναι µοναδικό. 


27. Τι λέµε απροσδιόριστη µορφή; 


Απροσδιόριστη µορφή λέγεται εκείνη η µορφή για την οποία δεν µπορούµε να 


βγάλουµε  συµπέρασµα, δηλαδή το όριο µπορεί να πάρει οποιοδήποτε αποτέλεσµα. 


Απροσδιόριστες  µορφές είναι : (+∞)+(-∞), 0(± ∞), (+∞)-(+∞), (-∞)-(-


∞),
0


0
,


∞±
∞±


. 


28. Η συνάρτηση του σχήµατος είναι συνεχής στο xo=-1.  


Η ερώτηση δεν έχει νόηµα γιατί το  xo=-1 δεν ανήκει στο πεδίο ορισµού 


της  συνάρτησης.  


Εξετάζουµε τη συνέχεια µιας συνάρτησης µόνο στο πεδίο ορισµού της. 


29. Μια συνεχής συνάρτηση έχει γραφική παράσταση η οποία δεν διακόπτεται ποτέ; 


Κάθε συνεχής συνάρτηση σε διάστηµα έχει γραφική παράσταση που δεν διακόπτεται.  


Σε ένωση διαστηµάτων µπορεί να διακόπτεται. 
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30. Αν η συνάρτηση f:Α�R η οποία είναι συνεχής στο π.ο και έχει αντίστροφη, τότε η 


αντίστροφη είναι συνεχής; 


Ψευδής γιατί η 
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xx
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xf , 
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31. Πότε εφαρµόζουµε το Θεώρηµα Bolzano; 


Το Θεώρηµα Bolzano (όταν ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις του) είναι ένας τρόπος για 


να αποδεικνύουµε την ύπαρξη µιας τουλάχιστον ρίζας της εξίσωσης f(x)=0 σε κάποιο 


ανοικτό διάστηµα του πεδίου ορισµού της f. 


32. Με το Θεώρηµα Bolzano βρίσκουµε τη ρίζα της εξίσωσης f(x)=0; 


Όχι. Το Θεώρηµα Bolzano µας εξασφαλίζει την ύπαρξη µιας τουλάχιστον ρίζας της 


εξίσωσης f(x)=0 , χωρίς όµως να την προσδιορίζει.  


Για να βρούµε τη ρίζα ή τις ρίζες πρέπει να  λύσουµε την εξίσωση f(x)=0 µε τους 


γνωστούς τρόπους που µάθαµε στην Α΄ και Β΄ Λυκείου. Όταν η εξίσωση δε λύνεται 


µπορούµε να βρούµε τη ρίζα της εξίσωσης  µε όποια  προσέγγιση θέλουµε µε τη 


βοήθεια του Θεωρήµατος Bolzano µε διαδοχικές διχοτοµήσεις των διαστηµάτων. 


33. Για κάθε συνάρτηση f ορισµένη στο [α,β] που η f συνεχής στο 


[α,β] και f(α)f(β)>0, τότε δεν υπάρχει xoε[α,β] τέτοιο ώστε  


f(xo)=0. 


Λάθος γιατί η f(x)=x
2
-1 στο [-2,2] είναι f(-2) f(2)=16>0 όµως είναι   


f(-1)=f(1)=0. 


34. Έστω συνάρτηση  f, συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ και f(x)≠0 , για κάθε xε∆ . Τι  


προκύπτει για το πρόσηµο της f στο ∆ ; 


Η συνάρτηση f διατηρεί σταθερό πρόσηµο, δηλαδή οι τιµές της θα είναι θετικές ή  


αρνητικές. Το ίδιο συµβαίνει και ανάµεσα σε δύο διαδοχικές ρίζες της εξίσωσης f(x)=0 


Η παρατήρηση αυτή µας βοηθάει να βρούµε το πρόσηµο της συνάρτησης ανάµεσα στις  


διαδοχικές ρίζες επιλέγοντας ένα αριθµό σε κάθε ένα υποδιάστηµα που ορίζουν οι 


διαδοχικές ρίζες. 


35. Τι κάνουµε όταν µας ζητούν να αποδείξουµε ότι η εξίσωση f(x)=0 , έχει δύο ή  


περισσότερες ρίζες σε ένα διάστηµα ∆ του πεδίου ορισµού της  f; 


Χωρίζουµε το διάστηµα σε υποδιαστήµατα ανάλογα µε το πλήθος των ριζών και 


εξετάζουµε  αν ισχύουν οι προϋποθέσεις του Θεωρήµατος Bolzano σε κάθε ένα από τα 


διαστήµατα αυτά.  







………στη γνώση                              σελ. 101 
 


………………………….το µέλλον θα είναι καλό αν φροντίσεις σωστά τα θέµατα του παρόντος  SLS… 
 


Ένας άλλος τρόπος είναι να βρούµε τα επί µέρους σύνολα τιµών της f και να 


εξετάσουµε αν το 0 ανήκει σε αυτά. 


36. Τι κάνουµε όταν µας ζητούν να αποδείξουµε ότι υπάρχει ακριβώς µία ρίζα της 


εξίσωσης f(x)=0 στο διάστηµα (α,β) , που είναι υποσύνολο του πεδίου ορισµού της  


f; 


Εξετάζουµε αν ισχύουν οι προϋποθέσεις του Θεωρήµατος Bolzano στο διάστηµα [α,β] , 


για να εξασφαλίσουµε την ύπαρξη µιας τουλάχιστον ρίζας στο (α,β).  


Αποδεικνύουµε την µοναδικότητα της ρίζας , αν η συνάρτηση είναι 1-1 ή γνησίως 


µονότονη στο δεδοµένο διάστηµα. 


Σχόλιο: Την ύπαρξη της ρίζας µπορούµε να την αποδείξουµε και µε το σύνολο τιµών ή 


µε  την προφανή λύση. 


37. Όταν µας ζητούν να αποδείξουµε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων  f 


και g έχουν ένα τουλάχιστον κοινό σηµείο τι κάνουµε; 


Ως γνωστόν τα κοινά σηµεία των γραφικών παραστάσεων των f και g είναι οι λύσεις 


της εξίσωσης  f(x)=g(x).Αν δεν µπορούµε να λύσουµε την εξίσωση αλγεβρικά , ένα 


τρόπος λύσης του προβλήµατος  είναι να θεωρήσουµε τη συνάρτηση  h(x)=f(x)-g(x) 


xεΑf I Αg ,  και να εφαρµόσουµε το Θεώρηµα Bolzano σε κατάλληλο διάστηµα. 


38. Ποια είναι η γεωµετρική ερµηνεία του Θεωρήµατος 


των ενδιαµέσων τιµών;  


Κάθε ευθεία y=η, ηε[f(α),f(β)] τέµνει τη γραφική 


παράσταση τουλάχιστον σ’ ένα σηµείο. 


Η σηµαντικότερη συνέπεια του Θεωρήµατος είναι ότι 


Η εικόνα διαστήµατος µέσω µιας συνεχούς και µη σταθερής συνάρτησης είναι  


διάστηµα (όχι ένωση διαστηµάτων) 


Η εικόνα κλειστού διαστήµατος µέσω συνεχούς συνάρτησης είναι κλειστό  διάστηµα. 


39. ∆ίνεται συνάρτηση f(x): Α�R η οποία είναι  Συνεχής σε ένα 


σηµείο xο, τότε η f θα είναι και είναι καί οπωσδήποτε καί 


παραγωγίσιµη στο χ0 .  


 Λάθος   





<−


≥
==


0x,x


0x,x
x)x(f . 


40. Μπορεί δύο συναρτήσεις f, g να µην είναι παραγωγίσιµες σε ένα σηµείο xο του πεδίου 


ορισµού τους και η συνάρτηση  f+g να είναι παραγωγίσιµη στο xο . 


Αληθής  Οι συναρτήσεις 





<


≥
=


0,0


0,
)(


x


xx
xf και 







<


≥−
=


0,


0,
)(


xx


xxx
xg δεν είναι 


παραγωγίσιµες στο xο=0.  Όµως η συνάρτηση f+g έχει τύπο (f+ g)(x)=x, είναι 


παραγωγίσιµη στο xο=0. 
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41. Η εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης της 


συνάρτησης f στο A(xo,f(xo)) µπορεί  να έχει και άλλο 


κοινό σηµείο µε την γραφική παράσταση της f.  


Αληθής  


Θεωρούµε την συνάρτηση f(x)=x
3
 και την εφαπτοµένη της 


στο Α(1,1) την y=3x- 2 η οποία τέµνει την Cf και στο σηµείο 


Β(2, 8) όπως βλέπουµε και στο σχήµα. 


42. Αν η συνάρτηση f ∆� R αντιστρέφεται και η f
-1


 είναι 


παραγωγίσιµη στο f(∆) µε f ΄(x)≠0 για κάθε x ε∆, τότε ( ) ( ))('


1
)(


1


'1


xff
xf


−
− = , xε f(∆). 


Αληθής Πράγµατι: Για κάθε xε f(∆), ισχύει 


( ) [ ]
))(('


1
)(')(1))(')())((')'('))(()(


1


11111


xff
xfxfxffxxffxxff


−
−−−−− =⇒=⇒=⇒= . 


43. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα [α,β] και γνησίως αύξουσα 


τότε η f δεν ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του Θεωρήµατος του  Rolle. 


Αληθής γιατΙ α<β ⇒ f(α)<f(β), άρα f(α)≠ f(β), οπότε η f δεν ικανοποιεί τις 


προϋποθέσεις του Θεωρήµατος του Rolle. 


44. Αν η συνάρτηση f [α,β]�[α,β]  ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του θεωρήµατος του 


Rolle τότε και η συνάρτηση g(x)=(fof)(x) ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του 


θεωρήµατος του Rolle στο διάστηµα [α,β]  . 


Αληθής γιατΙ η f είναι συνεχής και παραγωγίσιµη , οπότε και η σύνθεση  (fof ) είναι 


συνεχής και παραγωγίσιµη. Επίσης ισχύει…………. 


45. ∆εν µπορεί ταυτόχρονα στο ίδιο διάστηµα [α,β] να ισχύουν το Θεώρηµα του Rolle 


και το  θεώρηµα του Bolzano. 


Αληθής γιατΙ αν ισχύει το θεώρηµα του Bolzano έχουµε f(α)f(β)<0(1)  και αν ισχύει το 


θεώρηµα του Rolle έχουµε f(α)=f(β) οπότε η (1) ⇒  f
2
(α)<0,άτοπο. 


46.  Έστω µια συνάρτηση f ορισµένη σε ένα διάστηµα ∆ . Αν η f είναι συνεχής στο ∆ 


και f΄(x) = 0 για κάθε ε σ ω τ ε ρ ι κ ό 


σηµείο χ του ∆, τότε η f είναι σταθερή 


σε όλο το διάστηµα ∆.  


Ισχύει και σε ένωση διαστηµάτων το 


ίδιο. 


Ψευδής γιατί η 





>
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=


0,1


0,1
)(
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x
xf .  


47. Έστω µια συνάρτηση f ορισµένη σ’ένα διάστηµα ∆ και χ0 ένα 


εσωτερικό σηµείο του ∆. Αν  η f είναι παραγωγίσιµη στο 


σηµείο αυτό και f΄(χ0)=0 , τότε παρουσιάζει τοπικό ακρότατο 
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στο χ0.  


Λάθος π.χ  f(x)=x
3
 . 


48. Αν η συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα στο ∆, η παραγωγός 


της είναι υποχρεωτικά θετική στο εσωτερικό του ∆. 


Για παράδειγµα, η συνάρτηση 3)( xxf = , αν και είναι γνησίως 


αύξουσα στο R, εντούτοις έχει παράγωγο 23)(' xxf =  η οποία 


δεν είναι θετική σε όλο το R, αφού 0)0( =′f .  


Ισχύει όµως 0)( ≥′ xf  για κάθε ∈x R.  


∆ηλαδή αν f γνησίως αύξουσα τότε ίσως f(x)≥0. 


49. Ένα τοπικό µέγιστο µπορεί να είναι  µικρότερο από ένα 


τοπικό ελάχιστο. 


Στην γραφική παράσταση της f(x) µε Π.Ο το R η τιµή 


f(x1)<f(x4), δηλ. το τοπικό µέγιστο f(x1) είναι  µικρότερο από 


το τοπικό ελάχιστο  f(x4).  


50. Το µικρότερο από τα τοπικά ελάχιστα µιας συνάρτησης 


δεν είναι πάντοτε ελάχιστο αυτής. 


Στην γραφική παράσταση της f(x) µε Π.Ο το R βλέπουµε 


ότι έχουµε τοπικά ελάχιστα f(x0),f(x1), και f(x0)<f(x1), 


αλλά το  f(x0) δεν είναι η ελάχιστη τιµή της  f.  


51. ∆εν υπάρχουν συναρτήσεις που  έχουν  ολικά ακρότατα  


σε άπειρες θέσεις


 
Λάθος γιατί η f(x)=ηµx στο R έχει άπειρα ολικά ακρότατα   


52. Αν ισχύει f΄(x)<0 και g΄(x)>0για κάθε xεR τότε πάντα οι γραφικές παραστάσεις των 


f , g θα έχουν τουλάχιστον ένα κοινό σηµείο. 


Λάθος Οι συναρτήσεις f(x)=-e
x
, g(x)=e


x
, προφανώς δεν έχουν κοινό σηµείο αλλά  


f ΄(x)=-e
x
<0,  g΄ (x)=e


x
>0. 


53. Αν η γραφική παράσταση µιας συνάρτησης που είναι δυο φορές παραγωγίσιµη 


έχει τρία σηµεία συνευθειακά τότε υπάρχει τουλάχιστον ένα πιθανό σηµείο καµπής 


Αληθής γιατΙ Έστω A(α,f (α)) , Β(β,f (β)) και Γ(γ,f (γ)) τα τρία συνευθειακά σηµεία µε 


α<β<γ. Εφαρµόζουµε το Θ.Μ.Τ στα διαστήµατα [α,β],[β,γ], οπότε υπάρχουν 


τουλάχιστον, δύο σηµεία κ1ε(α,β), κ2ε(β,γ) έτσι ώστε οι εφαπτόµενες της Cf στα σηµεία 


1. 


 


 x 


 y=x3 


 y 


 Ο 
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Μ(κ1,f (κ1)) , Ν(κ2,f (κ2)) , είναι παράλληλες στην ευθείας (ε). Εφαρµόζουµε το Θ. Rolle 


στο διάστηµα [κ1,κ2], άρα υπάρχει τουλάχιστον ένα xοε(κ1, κ2) ⊆∆, έτσι ώστε f΄΄(xο)=0. 


54.  Η συνάρτηση f(x)=αx
3
+βx²+γx+δ µε α, β, γ, δ ͼ R και  


α ≠ 0 έχει πάντα ένα σηµείο καµπής και σύνολο τιµών το R . 


 


55. ∆ίνεται συνάρτηση f(x): Α �R η οποία στρέφει τα κοίλα άνω 


δηλ είναι κυρτή στο Πεδίο ορισµού της τότε η f΄΄ (x) > 0 


Λάθος  Για παράδειγµα, η συνάρτηση 4)( xxf = , αν και είναι κυρτή 


στο R, εντούτοις έχει παράγωγο 34)('' xxf =  η οποία δεν είναι 


θετική σε όλο το R, αφού 0)0('' =f . 


 


56. Κάθε γνησίως µονότονη συνάρτηση στο Α δεν παρουσιάζει ολικά 


ακρότατα. 


Λάθος γιατί η f(x)=x
2
, στο Α=[-2,0], είναι γνησίως φθίνουσα και στο x=-2 


παρουσιάζει ολικό µέγιστο το f(-2)=4, και στο x=0 ολικό ελάχιστο το  


f(0)=0. 


57. Αν η συνάρτηση f ορίζεται στο xo τότε δεν µπορεί να έχει κατακόρυφη ασύµπτωτη 


την x=xo. 


Λάθος γιατί η  συνάρτηση 










≠


=
=


0,
1


0,1


)(
x


x


x


xf   ,έχει κατακόρυφη ασύµπτωτη την x=0. 


∆ηλαδή η κατακόρυφη ασύµπτωτη µπορεί να τέµνει τη γραφική παράσταση της f το 


πολύ σε ένα σηµείο.  


 


58. Αν 0)( =∫ dxxf


β


α


, τότε κατ ανάγκη θα είναι f(x)=0 για κάθε xε[α,β]. 


Λάθος γιατί η f(x)=x
3
 στο [-1,1] έχει 0)(


1


1


=∫
−


dxxf  όµως f(x)≠0 για  


κάθε xε[-1,1]-{0}. 
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Ερµηνεία συνθηκών συµβόλων και σχέσεων 
1. Συνάρτηση f «1-1» � ∃  f


-1
 και η εξίσωση f(x)=η , έχει το πολύ µία ρίζα 


2. Συνάρτηση f γνησίως µονότονη � f «1-1»…. κ.τ.λ. και f↑ µόνο ή f↓ µόνο. 


3. f συνεχής και f(x)≠0 ∀ x ε [α,β] � f διατηρεί σταθερό πρόσηµο στο [α,β]. 


4. f ΄ >0 ή <0 στο διάστηµα ∆� f↑ στο ∆ ή f↓ στο ∆. 


5. f ΄΄ =0 στο διάστηµα ∆ � f ΄↑ στο ∆ ή f ΄↓ στο ∆ και f κυρτή ή f κοίλη στο ∆. 


6. f ΄=0 στο διάστηµα ∆ � f σταθερή στο ∆. 


7. f ΄= g ΄ στο διάστηµα ∆ � f=g+e 


8. f ΄=f στο διάστηµα ∆� f(x)=c e
x
  


9. f ΄΄=g΄΄ στο διάστηµα ∆ �f ΄ =g΄+c=(g+cx)΄ �f=g+cx+b 


10. Όλα τα -6- παραπάνω ισχύουν σε διάστηµα και όχι σε ένωση διαστηµάτων. 


11. f(a)f(b)<0… � θεώρηµα Bolzano… ∃ξ... f(ξ)=0 και Cf τέµνει τον χ’χ 


12. f(a)=f(b)… � θεώρηµα Rolle …. ∃ξ... f ΄(ξ)=0 και εφαπτοµένη //x’x. 


13. f(a)=f(b)=f(γ)... �2 φορές θεώρηµα Rolle στην f…. Και θεώρηµα Rolle στην f ΄. 


14. Τοπικό ακρότατο στο χ0 ... � θεώρηµα Fermat … f ΄(x0)=0 


15. ∆ίνεται ανισότητα�άρα ορισµός ολικού ακρότατου ... και θεώρηµα Fermat… 


16. Ζητείται ανισότητα � ΘΜΤ ή µονοτονία ή ολικά ακρότατα ή κυρτότητα και 


εφαπτοµένη ή 2ΘΜΤ και µεθοδολογία ανισότητας Jensen ή ολοκλήρωση ανισότητας 


17. Σηµείο καµπής στο χ0... � ... f ΄΄(x0)=0 


18. Σχέσεις µε 3 τιµές f(a), f(b), f(γ)… � 2 φορές ΘΜΤ ... ή Ενδιάµεσων τιµών 


19. Συνάρτηση f άρτια �άξονας συµµετρίας y’y και f(-x)=f(x)… 


20. Συνάρτηση f περιττή � κέντρο συµµετρίας Ο(0,0) και f(-x)=-f(x)… 


21. Cf πάνω  ή κάτω από τον χ’χ�λύνω f(x)>0 ή f(x)<0 


22. Cf πάνω ή κάτω από Cg � λύνω f(x)>g(x) ή f(x)<g(x) 


23. Cf τέµνει τον άξονα χ’χ σε σηµείο Α(x,0) δηλαδή � λύνω f(x) =0 


24. Cf τέµνει τον άξονα y’y σε σηµείο Α(0,y) δηλαδή �υπολογίζω f(0)=y 


25. Cf τέµνει Cg σε σηµείο Α(x,y) όπου χ λύση της f(x)=g(x) και y=f(x)=g(x) 


26. Cf διέρχεται από το σηµείο Α(α,β) � f(α)=β 
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27. f συνεχής στο α και ψάχνω f(α) � βρίσκω όριο στο α το οποίο ισούται µε f(α) 


28. Αν έχω διπλή ανισότητα ή |f(x)|≤ θ και ψάχνω όριο �κριτήριο παρεµβολής. 


29. Όριο µε ηµχ ή συνχ όπου χ τείνει σε άπειρο � χρησιµοποιώ |ηµχ|≤1 ή |συνχ|≤1 και 


κατασκευάζω παράσταση που ζητώ το όριο καιµετά κριτήριο παρεµβολής. 


30. Όριο µε ηµχ όπου χ τείνει στο 0 � χρησιµοποιώ βασικά τριγωνοµετρικά όρια. 


31. Λιµάρω ανίσωση µόνο αν ξέρω ότι υπάρχουν εκατέρωθεν τα όρια. 


32. Αν f συνεχής σε κλειστό διάστηµα  �τότε παίρνει µέγιστη τιµή και ελάχιστη τιµή. 


33. Αν f συνεχής και f ↑ στο ∆=[α,β] �τότε σύνολο τιµών f(∆)= [f(α),f(β)] 


34. Αν f συνεχής και f ↓ στο ∆=[α,β] �τότε σύνολο τιµών f(∆)= [f(β),f(α)]. 


35. Αν f:∆�R*  ή  f(x) ≠ 0 και η συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ και 


δε µηδενίζεται σ’ αυτό, τότε αυτή ή είναι θετική για κάθε xε∆  ή είναι αρνητική 


για κάθε xε∆, δηλαδή διατηρεί πρόσηµο στο διάστηµα ∆. 


36. Σε καθένα από τα υποδιαστήµατα που ορίζουν οι διαδοχικές ρίζες µιάς 


συνεχούς συνάρτησης, επιλέγουµε έναν αριθµό και βρίσκουµε το πρόσηµο της  


f  στον αριθµό αυτό. Το πρόσηµο αυτό είναι και το πρόσηµο της  f  στο 


αντίστοιχο διάστηµα. 


37. Αν f(x) ≠ 0 για κάθε xε∆ δεν σηµαίνει ότι η f διατηρεί σταθερό πρόσηµο στο ∆. 


(ισχύει αν η f είναι συνεχής). 


38. Αν f συνεχής και f ↑ ή f ↓ στο ∆=(α,β) �τότε στο σύνολο τιµών έχω όρια αντί τιµών 


39. Αν 0 ανήκει στο σύνολο τιµών της f �τότε η εξίσωση f(x)=0 έχει λύση 


40. Αν κ ανήκει στο σύνολο τιµών της f �τότε η εξίσωση f(∆)=κ έχει λύση 


41. ∆εν παραγωγίζω ανισώσεις. 


42. Σε αρνητικές προτάσεις συνήθως δουλεύω µε απαγωγή σε άτοπο. Για παράδειγµα, αν 


θέλω να δείξω ότι µια συνάρτηση δεν έχει ακρότατα υποθέτω ότι έχει και µε βάση 


θεώρηµα Fermat… καταλήγω σε άτοπο. Αν θέλω να δείξω ότι δεν έχει σηµείο καµπής 


υποθέτω ότι έχει και µε βάση θεώρηµα πρέπει f ΄΄(x0)=0 και µετά άτοπο. Αν θέλω µια 


εξίσωση να έχει το πολύ µία ρίζα δηλαδή όχι δύο ρίζες υποθέτω ότι έχει δύο και 


καταλήγω µε την βοήθεια του θεωρήµατος Rolle σε άτοπο. 


43. Αν ζητώ παραµέτρους σε κλαδική ώστε f παραγωγίσιµη τότε χρησιµοποιώ πρώτα ότι f 


συνεχής 


44. Αν θέλω όριο κλαδικής σε συνοριακό σηµείο ή συνάρτηση µε απόλυτα σε σηµείο που 


αλλάζει πρόσηµο η συνάρτηση ή συνάρτησης που µηδενίζει ο παρονοµαστής και 


αλλάζει και πρόσηµο τότε παίρνω πλευρικά όρια. 
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45. Αν f ΄(x)+f(x)=c�πολαπλασιάζω µε e
x
  τότε  [f(x)e


x
]΄=(ce


x
)΄… 


46. Αν f ΄(x)+g(x)f(x)=0�πολαπλασιάζω µε e
h(x)


 ,όπου h(x) παράγουσα της g(x)τότε  


[f(x) e
h(x)


]΄=0 … 


47. Αν f ΄΄(x)=f(x) � f ΄΄(x) + f ΄(x) = f ΄(x) + f(x) �πολαπλασιάζω µε e
x
  και έχω 


[f ΄(x)e
x
]΄ = [e


x
 f(x)]΄ 


48. Αν f ΄΄(x) f(x)+2[f ΄(x)]
2
=0 �πολαπλασιάζω µε f(x)   και έχω  


  f ΄΄(x) f
2
(x)+2 f(x) [f ΄(x)]


2
=0�[ f ΄(x) f


2
(x)]΄=0. 


49. Αν ζητείται η ύπαρξη οριζόντιας εφαπτοµένης δηλαδή // x΄x �Rolle. 


50. Για ασύµπτωτες βρίσκω π.ο και ψάχνω για κατακόρυφες εφαπτόµενες στα ανοικτά 


άκρα του π.ο, και  για οριζόντιες πλάγιες εργάζοµαι συγχρόνως ερµηνεύοντας τα 


αποτελέσµατα των ορίων 
x


xf


x


)(
lim


+∞→
 και ][ λχ−


+∞→
)(lim xf


x
. 


51. Αν f άρτια τότε f ΄ περιττή. 


52. Αν f περιττή τότε f ΄ άρτια και ∫
−


=
k


k


dxxf 0)(  . 


53. Πιθανά ακρότα στα άκρα κλειστού διαστήµατος ή στα κρίσιµα σηµεία δηλαδή στα 


σηµεία που µηδενίζεται η παράγωγος (στάσιµα σηµεία) ή δεν υπάρχει παράγωγος. 


54. Αν η εφαπτόµενη σχηµατίζει γωνία ω µε x΄x τότε λ=εφω=f ΄(xο). 


55. Αν ζητά να δείξω ότι η f δεν είναι παραγωγίσιµη αρκεί να δείξω ότι είναι ασυνεχής. 


56. Αν το σύνολο τιµών συνάρτησης ορισµένης σε κλειστό διάστηµα [α,β], έχει ένα 


τουλάχιστον άκρο ανοικτό, τότε δεν παρουσιάζει ελάχιστο ή µεγιστο αντίστοιχα και 


δεν είναι συνεχής στο [α,β]. 


57. Αν Cf, Cg τέµνονται κάθετα τότε οι εφαπτόµενες στα κοινά σηµεία κάθετες. 


58. Αν οι εφαπτόµενες στα x1,x2 είναι παράλληλες τότε f  ΄(x1)=f ΄(x2). 


59. Αν οι εφαπτόµενες στα x1,x2 είναι κάθετες τότε f  ΄(x1) f ΄(x2)=-1. 


60. Αν η f κυρτή τότε η εφαπτόµενη y=λx+β είναι κάτω από την Cf  και f(x)≥ λx+β. 


61. Αν η f κοίλη τότε η εφαπτόµενη y=λx+β είναι πάνω από την Cf  και f(x)≤ λx+β. 


62. Αν εµπλέκει κυρτότητα της f και µετά έχει ανισότητα και ιδιέτερα µε ολοκλήρωµα, 


ίσως πρέπει να βρούµε εφαπτόµενη και να πάµε όπως παραπάνω. 


63. Αν θέλω το πολύ µία ρίζα δεν χρειάζεται ύπαρξη αλλά απόριψη ύπαρξης 2 ριζών. 


64. Με την εύρεση του συνόλου τιµών βρίσκουµε το πλήθος των ριζών της συνάρτησης. 
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65. Το πρόσηµο της f ΄ δίνει την µονοτονία και τα ακρότατα της f. 


66. Το πρόσηµο της f ΄΄ δίνει την µονοτονία και τα ακρότατα της f ΄ και την κυστότητα 


και τα σηµεία καµπής της f. 


67. Οι ρίζα της f ΄ δεν είναι υποχρεωτικά ακρότατο.  


68. Οι ρίζα της f ΄΄ δεν είναι υποχρεωτικά σηµείο καµπής.  


69. Η αναφορά στην µονοτονία και τα ακρότατα θα γίνεται ολογράφως και όχι µέσω του 


πίνακα µεταβολών. 


70. Για να υπολογίσω ορισµένο ολοκλήρωµα πρέπει να έχουµε συνεχή συνάρτηση. 


 


 


 


Απαντήστε αν είναι Σωστό ή Λάθος 


1. Ισχύει πάντα   � � �!	"!#
$ ≥ 0. 


2. Αν η f είναι δύο φορές παραγωγίσιµη στο [α,β] γνησίως αύξουσα και στρέφει τα κοίλα 


πάνω τότε                � �΄΄�!	"!#
$ + � �)�!	"!#


* > 0 


3. Αν η f έχει συνεχή παράγωγο στο [α,β] τότε 


 � ���	"�#
$ = �, − -	��,	 − � �. − -	�)��	"�#


*  


4. Αν µια συνάρτηση f είναι κυρτή σε ένα διάστηµα ∆, τότε η εφαπτοµένη της γραφικής 


παράστασης της f σε κάθε σηµείο του ∆ βρίσκεται πάνω από την γραφική παράσταση 


της f. 


5. Αν f(2008)=f(2009) τότε και f΄(2008)=f΄(2009). 


6. Αν f΄(x)≠0 µε f΄ συνεχής για κάθε xεR τότε η f είναι «1-1». 


7. Αν για τις παραγωγίσιµες συναρτήσεις f,g ισχύει f΄(x)=g΄(2008x) τότε 


f(x)=g(2008x)+c. 


8. Αν η f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο [α,β] µε f(β)>0, τότε f(x)>0 για κάθε 


χε[α,β]. 


9. Αν f παραγωγίσιµη στο ∆ και για εσωτερικό σηµείο xo του ∆ ισχύει f΄(xo)=0, τότε η f 


παρουσιάζει υποχρεωτικά τοπικό ακρότατο στο xo. 


10. Μια συνεχής συνάρτηση f στο ∆=[α,β] δεν µπορεί να έχει σύνολο τιµών το R. 


11. Αν f δεν είναι παραγωγίσιµη στο εσωτερικό σηµείο xo του ∆, και εκατέρωθεν του xo 


αλλάζει η κοιλότητα της f τότε η f πάντα δεν παρουσιάζει σηµείο καµπής στο xo. 


12. Αν f παραγωγίσιµη στο ∆ και για εσωτερικό σηµείο xo του ∆ ισχύει f΄΄(xo)=0, τότε η f 


παρουσιάζει υποχρεωτικά σηµείο καµπής  στο xo. 
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13. Αν f δεν είναι παραγωγίσιµη στο εσωτερικό σηµείο xo του ∆ όµως έχει εφαπτόµενη, 


και εκατέρωθεν του xo αλλάζει η κοιλότητα της f τότε η f πάντα δεν παρουσιάζει 


σηµείο καµπής στο xo. 


14. Αν για δύο συναρτήσεις f,g ορίζονται οι fog και gof τότε υποχρεωτικά ισχύει fog ≠ 


gof. 


15. Αν είναι � ���	"�#
$ = � /��	"�#


$  τότε f(x)=g(x) για κάθε xε[α,β]. 


16. Αν f(x)=g(x)-2008 για κάθε xε[0,1] τότε το εµβαδό µεταξύ των Cf,Cg δεν είναι ίσο µε 


-2008. 


17. Κάθε συνάρτηση που είναι «1-1» και συνεχής στο πεδίο ορισµού της είναι και 


γνησίως µονότονη. 


18. Ισχύει ότι 1
x


x
lim
x


=
ηµ


+∞→


. 


19. Αν f είναι συνεχής στο [0,1] µε f(0)<0 και υπάρχει xoε(0,1): f(xo)=0 τότε υποχρεωτικά 


ισχύει f(1)>0. 


20. Αν  1)x(flim 2


2008x
=


→
 τότε  1)x(flim


2008x
±=


→
. 


21. Αν  0)x(flim
2008x


=
→


 και −∞=
→


)x(glim
2008x


 τότε +∞=
→ )x(f


)x(g
lim


22008x
 


22. Αν για τους µιγαδικούς z,w ισχύει |1| = |2|  τότε θα είναι z=w. 


23. Αν είναι � ��!	"!#
$ ≥ 0 µε α<β τότε θα είναι και f(x)≥0 για κάθε xεR. 


24. Αν ���	 = � ℎ�!	"!�
 445  και /��	 = � ℎ�!	"!�


�5 �  για κάθε xεR τότε η συνάρτηση 


t(x)=f(x)-g(x) είναι σταθερή στο R. 


25. Αν για κάθε α,βεR µε α≠β ισχύει � �΄�!	"! ≠ 0#
$ , τότε η f είναι «1-1» στο R. 


26. Οι συζυγείς µιγαδικοί δεν έχουν εικόνες συµµετρικές ως προς τον ψ΄ψ. 


27. Αν f µια συνεχή συνάρτηση στο διάστηµα ∆ και γε∆ τότε 7� ��!	"!�
8 9 ΄ = ���	 . 


28. Αν  0)x(flim 2


2008x
=


→
 τότε δεν µπορεί να ισχύει  0)x(flim


2008x
=


→
. 


29. Αν f µια συνεχή συνάρτηση στο διάστηµα ∆ και γε∆ τότε 7� �΄�!	"!�
8 9 = ���	 . 


30. Αν α<β τότε ισχύει � :	"�
;<=
>


$ = � :	"�#
;<=
>


, όπου γ σταθερά. 


31. Αν είναι � ���	"�#
$ ≤ � /��	"�#


$  τότε f(x)≤g(x) για κάθε xε[α,β]. 


32. Αν η f είναι συνεχής στο [-4,-1]∪[1,9] τότε το πεδίο ορισµού της /��	 = � ��!	"!@�>
@�  


[-2,-1]∪[1,2]. 


33. Ισχύει 1
x


1x
lim


20x
=


−συν
→


. 
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34. Έστω οι συναρτήσεις f,g:R�R. Αν η συνάρτηση gof είναι «1-1» τότε η συνάρτηση f 


δεν µπορεί να είναι «1-1». 


35. Αν η f είναι συνεχής στο [α,β] µε f(α)=0 και f(β)=1 τότε υπάρχει γε[α,β] ώστε 


f(γ)=ln2. 


36. Αν εφαρµόζεται σε µια συνάρτηση f το Θ.Rolle στο [α,β] τότε δεν µπορεί να 


εφαρµοστεί το Θ.Μ.Τ διαφορικού λογισµού στην f στο [α,β]. 


37. Αν η f΄΄(x) αλλάζει πρόσηµο εκατέρωθεν του xo τότε το xo είναι σηµείο καµπής για 


την f. 


38. Η συνάρτηση f(x)=|�| είναι συνεχής αλλά όχι παραγωγίσιµη στο xo=0. 


39. Κάθε συνάρτηση που είναι «1-1» στο πεδίο ορισµού της είναι και γνησίως µονότονη. 


40. Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο R και η f΄(x)=0 έχει µία µόνο ρίζα τότε η εξίσωση 


f(x)=0 έχει το πολύ δύο ρίζες. 


41. Μια συνάρτηση f είναι «1-1» αν και µόνο αν κάθε οριζόντια ευθεία τέµνει τη γραφική 


παράσταση της το πολύ σε ένα σηµείο. 


42. Μια συνάρτηση f δεν είναι «1-1» αν και µόνο αν κάθε κατακόρυφη ευθεία τέµνει τη 


γραφική παράσταση της το πολύ σε ένα σηµείο. 


43. Αν η f στρέφει τα κοίλα άνω τότε f(x)>0. 


44. Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο [α,β] µε f΄(x)≠0 για κάθε xε[α,β] τότε η δεν έχει 


ακρότατα. 


45. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο R τότε η γραφική της παράσταση δεν έχει 


κατακόρυφη ασύµπτωτη. 


46.  Αν η παραγωγίσιµη συνάρτηση f παίρνει θετικές τιµές τότε ο ρυθµός µεταβολής της 


είναι θετικός. 


47. Αν )x(glim)x(flim
xx α→α→


= τότε και f(x)=g(x) κοντά στο χ=α. 


48. Έστω η συνάρτηση f ορισµένη και παραγωγίσιµη στο [α,β] και xoε[α,β] στο οποίο η f 


παρουσιάζει ακρότατο τότε ισχύει πάντα f΄(xo)=0. 


49. Αν η f:R�R*  είναι συνεχής τότε η f διατηρεί πάντα σταθερό πρόσηµο. 


50. Αν είναι � f�x	dxD
E = � f�x	dxF


E  τότε β=γ. 


51. Ισχύει πάντα  � f�x	dxD
E + � f�x	dx = 0E


D  . 


52. Αν για τις συνεχής συναρτήσεις f,g  ισχύει f(x)≥g(x) για κάθε χεR τότε για κάθε 


α,βεR:  � f�x	dxD
E ≥ � g�x	dxD


E  . 


53. Αν f µια συνεχή συνάρτηση στο διάστηµα ∆ και γε∆ τότε 7� f�t	dtI
F 9 ΄ = f�x	 − f�γ	 . 


54. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο R τότε � f�x	dx = xf�x	 − �xf )�x	dx. 


55. Αν η f είναι συνεχής στο R τότε για κάθε αεR ισχύει ∫∫
α


γγ
α→


= dt)t(fdt)t(flim
x


x
. 
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56. Αν υπάρχει το )x(flim
x α→


, τότε υπάρχει πάντα και το )x(flim
x α→


. 


57. Αν f
2008


(x)≤g(x) κοντά στο xo και 0)x(glim
oxx


=
→


 τότε και 0)x(flim
oxx


=
→


. 


58. Ισχύει  (2008
x
)΄=x 2008


x-1
 . 


59. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,β] και f(α)<f(β) τότε το σύνολο τιµών το 


διάστηµα [f(α),f(β)]. 


60. Αν υπάρχει το 0)x(flim
x


=
α→


, τότε ισχύει πάντα 0)x(flim
x


=
α→


. 


61. Αν για την συνεχή συνάρτηση f:R�R ισχύουν −∞=
+∞→


)x(flim
x


 και +∞=
−∞→


)x(flim
x


 τότε η 


εξίσωση f(x)=0 έχει τουλάχιστον µία ρίζα. 


62. Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο xo f΄ είναι συνεχής στο xo. 


63. To Θ.Μ.Τ εφαρµόζεται πάντα σε κάθε πολυωνυµική συνάρτηση σε οποιοδήποτε 


διάστηµα [α,β]. 


64. Υπάρχουν συναρτήσεις που είναι 1–1, αλλά δεν είναι γνησίως µονότονες.  


65. Αν µια συνάρτηση f είναι κοίλη σ’ ένα διάστηµα ∆,τότε η εφαπτοµένη 


της γραφικής παράστασης της f  σε κάθε σηµείο του ∆ βρίσκεται κάτω 


από τη                  γραφική της παράσταση, µε εξαίρεση το σηµείο 


επαφής τους.  


66. Το ολοκλήρωµα ∫
β


α
f(x)dx  είναι ίσο µε το άθροισµα των εµβαδών των 


χωρίων που βρίσκονται πάνω από τον άξονα x΄x µείον το άθροισµα των 


εµβαδών των χωρίων που βρίσκονται κάτω από τον άξονα x΄x.  


67. Αν α, β πραγµατικοί αριθµοί, τότε: α+βi=0 ⇔ α=0 ή β=0  


68. Έστω µια συνάρτηση ορισµένη σ’ ένα σύνολο της µορφής (α, x0) ∪ (x0, β) 


και .4 ένας πραγµατικός αριθµός. Τότε ισχύει η ισοδυναµία


( ) 0
00


=−⇔=
→→


))x(f(lim)x(flim
xxxx


ll
 


69. Αν µια συνάρτηση f:A→ IR είναι 1−1, τότε για την αντίστροφη συνάρτηση 


f
-1


 


ισχύει: x))x(f(f =−1
, A x∈    και  y))y(f(f =−1


,   f(A)y∈  


70. Μια συνεχής συνάρτηση f διατηρεί πρόσηµο σε καθένα από τα 


διαστήµατα στα οποία οι διαδοχικές ρίζες της f χωρίζουν το πεδίο 


ορισµού της.  


71. Αν µια συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιµη στο IR και στρέφει τα 


κοίλα προς τα άνω, τότε κατ’ ανάγκη θα ισχύει f΄΄(x) > 0 για κάθε 


πραγµατικό αριθµό x. 
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72. Αν η f είναι συνεχής σε διάστηµα ∆ και α,β,γ∈∆  τότε ισχύει


∫ ∫ ∫+=
β


α


γ


α


β


γ
f(x)dxf(x)dxf(x)dx  


73. Για κάθε x ∈IR ισχύει: (ηµx)΄ = – συνx.  


74. Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ και δεν µηδενίζεται 


σ’ αυτό, τότε αυτή ή είναι θετική για κάθε x∈∆ ή είναι αρνητική για 


κάθε x∈∆, δηλαδή διατηρεί πρόσηµο στο διάστηµα ∆.  


75. Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα [α, β] 


παραγωγίσιµη στο ανοιχτό διάστηµα (α, β) και f(α) = f(β) τότε υπάρχει 


ένα, τουλάχιστον, ξ ∈ (α, β) τέτοιο, ώστε: f΄ (ξ) = 0.  


76. Αν f συνάρτηση συνεχής στο διάστηµα [α,β] και για κάθε xε[α,β] ισχύει 


f(x) ≥ 0  τότε  
β


α
f(x)dx 0>∫  .  


77. Έστω f µια συνάρτηση συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ και παραγωγίσιµη  σε  


κάθε  εσωτερικό  σηµείο  x  του ∆. Αν η συνάρτηση f  είναι γνησίως 


αύξουσα στο ∆          τότε f΄(x) > 0 σε κάθε εσωτερικό σηµείο x του ∆.   


78. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0  και η συνάρτηση g είναι συνεχής 


στο x0
 
, τότε η σύνθεσή τους gof είναι συνεχής στο x0 .  


79. Αν f είναι µια συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστηµα ∆ και α είναι ένα 


σηµείο του ∆, τότε  ( )
g(x)


α
f(t)dt=f g(x) ( )g x′⋅∫   µε την προϋπόθεση ότι τα 


χρησιµοποιούµενα   σύµβολα έχουν νόηµα. 


80. Αν α > 1  τότε  
xlim α 0


x→−∞
= .  


81. Για κάθε x≠0 ισχύει [ ]
x


1
 xln =′  


82. Μια συνάρτηση f:Α → IR είναι 1–1, αν και µόνο αν για κάθε στοιχείο 


y του συνόλου τιµών της η εξίσωση f(x)=y έχει  ακριβώς µία λύση ως 


προς x .   


83. Έστω f  µία συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστηµα [α,β].  Αν G είναι µία 


παράγουσα της f  στο [α,β],  τότε G(β)G(α)f(t)dt
β


α
−=∫   


84. Για κάθε µιγαδικό αριθµό z ισχύει 
22


zz = .   


85. Αν υπάρχει το 0)(lim
0


>
→


xf
xx


  τότε   0)( >xf   κοντά    στο x 0 .   
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86. H εικόνα f(∆) ενός διαστήµατος ∆ µέσω µιας συνεχούς και µη 


σταθερής συνάρτησης f  είναι διάστηµα.  


87. Ισχύει ο  τύπος ( ) 133 −⋅=
′ xx x ,  γ ια κάθε x ∈  IR .   


88. Ισχύει η σχέση [ ] ∫∫ ′−=′
β


α


β


α


β
α dxxgxfxgxfdxxgxf )()()()()()( ,  όπου gf ′′,  


είναι συνεχείς συναρτήσεις στο [α,β].   


89. Έστω f πραγµατική συνάρτηση µε πεδίο ορισµού το ∆ και x0∈∆. Έστω 


επίσης f(x)≠0 για κάθε x∈∆. Αν +∞=
→


f(x)lim
0xx


   τότε   


−∞=
→ f(x)


1
lim


0xx  .   


90. Έστω α, β πραγµατικοί αριθµοί.  Στο µιγαδικό επίπεδο       οι  εικόνες 


Μ(α,β) και Μ΄(α,–β) των συζυγών µιγαδικών βiαz +=  και βiαz −=  


είναι σηµεία                 συµµετρικά ως προς τον πραγµατικό άξονα.  


91. Αν µια πραγµατική συνάρτηση f  δεν είναι συνεχής σε ένα σηµείο x0 ,  


τότε δεν µπορεί να είναι παραγωγίσιµη  στο x0 .   


92. Έστω η συνάρτηση xf(x) = µε πεδίο ορισµού ∆ = [0,  +∞), τότε 


x


1
(x)f =′  γ ια κάθε x ∈  (0, +∞).  


93. Αν ένα τουλάχιστον από τα όρια f(x)lim
0xx
−→


f(x)lim
0xx
+→


είναι +∞ ή –


∞, τότε η ευθεία χ=.4λέγεται οριζόντια ασύµπτωτη της γραφικής 


παράστασης της f.  


94. Έστω δύο συναρτήσεις f ,  g ορισµένες σε ένα διάστηµα ∆. Αν οι f ,  g 


είναι συνεχείς στο ∆ και f΄(x) = g΄(x) για κάθε εσωτερικό σηµείο x 


του ∆, τότε υπάρχει σταθερά c τέτοια,  ώστε για κάθε x∈∆  ισχύει:  


f(x) = g(x) + c .   


95. Τα εσωτερικά σηµεία του διαστήµατος ∆, στα οποία η f  δεν 


παραγωγίζεται ή η παράγωγός της είναι ίση µε το 0, λέγονται κρίσιµα 


σηµεία της f  στο διάστηµα ∆.  


96. Έστω µια συνάρτηση f  παραγωγίσιµη σ’ ένα διάστηµα (α,β) µε 


εξαίρεση ίσως ένα σηµείο του xo .
 
Αν η f  είναι κυρτή στο (α,xo)  και 


κοίλη στο (xo ,β)  ή αντιστρόφως, τότε το σηµείο Α(xo  f(xo))  είναι 


υποχρεωτικά σηµείο καµπής της γραφικής παράστασης της f .   







………στη γνώση                              σελ. 114 
 


………………………….το µέλλον θα είναι καλό αν φροντίσεις σωστά τα θέµατα του παρόντος  SLS… 
 


97. Αν για δύο συναρτήσεις f ,g ορίζονται οι fog και gof,  τότε είναι 


υποχρεωτικά fog ≠ gof.   


98. Αν η συνάρτηση f έχει παράγουσα σε ένα διάστηµα ∆ και λ ∈  IR *,  


τότε ισχύει:  ∫ ∫= f(x)dxλλf(x)dx  


99. Αν x ≠ 0,  τότε ισχύει  −∞=
→ 20x x


1
 lim .   


100. Έστω η συνάρτηση f(x) = εφx. Η συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιµη στο 


ΙR 1
   
=  ΙR. – {x / συνx = 0} και ισχύει: 


xσυν


1
(x)f


2
=′ . 


101. Αν υπάρχει το όριο της συνάρτησης f  στο x
0  
∈  ΙR, τότε:   


( ) ( )f(x) limkf(x)k  lim
oo xxxx →→


=   γ ια κάθε σταθερά         k∈  ΙR .   


102. Μία συνάρτηση f : Α→ ΙR. λέγεται συνάρτηση 1-1, όταν για οποιαδήποτε x1, x2 ∈Α 


ισχύει η συνεπαγωγή: αν x1
 
≠ x2, τότε f(x1) ≠ f (x2).  


103. Μία συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού Α θα λέµε ότι παρουσιάζει στο xο∈A (ολικό) 


ελάχιστο, το f(xο), όταν f(x) < f (xο) για κάθε x∈A.  


104. Αν οι συναρτήσεις f, g έχουν όριο στο xο
 
και ισχύει f(x) ≤ g (x) κοντά στο 


xο, τότε f(x) lim
0xx→


  >  )(glim
0xx


x
→


 


105. Αν µία συνάρτηση f είναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα [α,β] και 


παραγωγίσιµη στο ανοικτό διάστηµα   (α,β)  τότε υπάρχει ένα, 


τουλάχιστον, ξ∈(α,β) τέτοιο, ώστε: f΄(ξ) = αβ −
f(α)-f(β)


 


106. Αν µία συνάρτηση f είναι συνεχής σ’ ένα σηµείο x0του πεδίου ορισµού 


της, τότε είναι και παραγωγίσιµη στο σηµείο αυτό. 


107. Αν f, g είναι δύο συναρτήσεις µε πεδίο ορισµού IR και ορίζονται οι 


συνθέσεις fog και gof, τότε αυτές οι συνθέσεις είναι υποχρεωτικά ίσες. 


108. Οι γραφικές παραστάσεις C και C΄ των συναρτήσεων f και f
–1


 είναι 


συµµετρικές ως προς την ευθεία y = x που διχοτοµεί τις γωνίες xOy και 


x΄Oy΄. 


109. Αν υπάρχει το όριο της f στο x0, τότε k
xx


k


xx
f(x)limf(x)lim


00 →→
= , εφόσον f(x) ≥ 


0 κοντά στο x0, µε k ε Ν και k ≥ 2. 


110. Μία συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού Α λέµε ότι παρουσιάζει (ολικό) ελάχιστο στο 


x
0
∈A, όταν f(x)≥f(x


0
) για κάθε x∈A  
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111. Κάθε συνάρτηση f συνεχής σε ένα σηµείο του πεδίου ορισµού της είναι και 


παραγωγίσιµη στο σηµείο αυτό. 


112. Αν µία συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα διάστηµα [α, β] και ισχύει f(x)<0 για κάθε 


x∈[α, β], τότε το εµβαδόν του χωρίου Ω που ορίζεται από τη γραφική παράσταση της 


f, τις ευθείες x=α, x=β και τον άξονα είναι Ε(Ω)=
 
∫
β


α


dx)x(f  


113. Ισχύει 1
x


1x
lim


0x
=


−συν
→


 


114. Έστω µια συνάρτηση f που είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆. Αν f′(x) < 0 σε κάθε 


εσωτερικό σηµείο του ∆, τότε η f είναι γνησίως αύξουσα σε όλο το ∆.  


115. Αν είναι 0dx)x(f >∫
β


α


, τότε f(x) > 0 για κάθε x ∈ [α, β].  


116. Αν µια συνάρτηση f είναι κυρτή σ’ ένα διάστηµα ∆, τότε η εφαπτοµένη της γραφικής 


παράστασης της f, σε κάθε σηµείο του ∆ βρίσκεται κάτω από τη γραφική παράσταση 


της f µε εξαίρεση το σηµείο επαφής τους. 


 


117. Μια συνάρτηση f είναι 1-1, αν και µόνο αν για κάθε στοιχείο y του συνόλου τιµών της 


η εξίσωση f(x)=y έχει ακριβώς µία λύση ως προς x. 


 


118. Αν είναι 
→


+∞
0x x


lim f(x)= , τότε f(x)<0 κοντά στο x0 


119. ′
2


1
(σφx) =


ηµ x
, x∈ℝ - {x|ηµx≠0} 


120. Να δείξτε ότι αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα ∆ και ισχύει f’(x)=0 για 


κάθε εσωτερικό σηµείο χ του ∆, τότε η f είναι σταθερή σε όλο το διάστηµα ∆. 


121. Να δείξτε ότι αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ και ισχύει f’(χ)>0 


για κάθε εσωτερικό σηµείο χ του ∆, τότε η f είναι γνησίως αύξουσα σε όλο το 


διάστηµα ∆. 


122. Αν η R],[:f →βα  είναι παραγωγίσιµη, τότε η f παρουσιάζει µέγιστο για χ=ρ µε  


f ΄(ρ)=0. 


123. Αν η RR:f * →  είναι παραγωγίσιµη, µε f ΄(χ)=0 για κάθε χεR
*
, τότε η f είναι σταθερή. 


124. Αν η RR:f →  παρουσιάζει καµπή στο χ=ρ τότε f ΄΄(ρ)=0. 


125. Αν η f στρέφει τα κοίλα προς τα άνω σε ένα διάστηµα ∆, τότε η –f στρέφει τα κοίλα 


προς τα κάτω στο ∆. 


126. Αν µια παραγωγίσιµη συνάρτηση R→R:f *  δεν είναι σταθερή, τότε υπάρχει ρεR
*
 


ώστε f(ρ)≠0. 


127. Υπάρχει συνάρτηση R→R:f µη σταθερή, ώστε [x f(x)]’=0 για κάθε χεR. 


128. Αν για την συνάρτηση  R],[:f →βα  ισχύει f ΄(χ)=0 για κάθε χε(α,β), τότε η f σταθερή 


στο [α,β]. 
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129. Aν η συνάρτηση RR:f →  έχει µόνο δύο τοπικά µέγιστα τα (x1,f(x1)), (x2,f(x2)) µε 


f(x1)<f(x2) τότε η µέγιστη τιµή είναι σίγουρα το f(x2)). 


130. Στο χ0 που είναι εσωτερικό σηµείο του πεδίου ορισµού της f είναι δυνατόν η f να έχει 


και τοπικό ακρότατο και σηµείο καµπής. 


131. Αν στο χ0 που είναι σηµείο καµπής της f είναι f ΄΄(χ0)=0. 


132. Πότε µια συνάρτηση f στρέφει τα κοίλα προς τα άνω σε ένα διάστηµα ∆. 


133. Πότε η γραφική παράσταση µιας συνάρτησης f λέµε ότι έχει: 


κατακόρυφη ασύµπτωτη την ευθεία χ=χ0. 


ασύµπτωτη την ευθεία  ψ=λχ+β στο ∞+ . 


134. Αν f:A�f(A) τότε f(f
-1


(x))=x για κάθε xεΑ. 


135. Η σταθερή συνάρτηση f(x)=c≠0 έχει αντίστροφη την 
c


1
)x(g =  . 


136. Οι συναρτήσεις f και (f
-1


)
-1


 είναι ίσες. 


137. Αν η f γνησίως φθίνουσα τα κοινά σηµεία των f  και f
-1


 βρίσκονται µόνο στην y=x. 


138. Αν ορίζεται η fog και είναι «1-1» τότε και η g είναι «1-1». 


139. Αν ορίζεται η fog και η g είναι «1-1» τότε και η fog είναι «1-1». 


140. Κάθε τοπικό ελάχιστο είναι µικρότερο από κάθε τοπικό µέγιστο. 


141. Τα τοπικά ακρότατα είναι ολικά ακρότατα. 


142. Τα ολικά ακρότατα είναι τοπικά ακρότατα. 


143. Το µεγαλύτερο από τα τοπικά ακρότατα είναι το µέγιστο της συνάρτησης. 


144. Στο [α,β] για την συνάρτηση f υπάρχει πάντα ακρότατο. 


145. Αν το π.ο της f είναι το (α,β) τότε η f δεν έχει ακρότατα. 


146. Αν το π.ο της f είναι το [α,β] τότε η f έχει ακρότατα. 


147. Αν το π.ο της f είναι το [α,β] και είναι συνεχής τότε η f δεν έχει ακρότατα. 


148. Σε κάθε «1-1» συνάρτηση κάθε οριζόντια ευθεία το πολύ σε ένα σηµείο τέµνει την 


γραφική παράσταση της συνάρτησης. 


149. Στο [α,β] για την παραγωγίσιµη συνάρτηση f υπάρχει πάντα ακρότατο. 


150. Για την παραγωγίσιµη συνάρτηση f στο [α,β] και υπάρχει ακρότατο στο xoε[α,β] τότε  


 f ΄(xo)=0. 


151. Για την παραγωγίσιµη συνάρτηση f στο [α,β] και υπάρχει ακρότατο στο xoε(α,β) τότε  


 f ΄(xo)=0. 


152. Για την συνεχή συνάρτηση f στο [α,β] και υπάρχει ακρότατο στο xoε(α,β) τότε  


 f ΄(xo)=0. 


153. Αν το (α,β) είναι το σύνολο τιµών της f τότε δεν έχει ακρότατα. 


154. Αν µια συνεχή συνάρτηση f στο R , ισχύει: f(x1)=1 και f(x2)=4, τότε υπάρχει 


)x,x(x 210 ∈  τέτοιο, ώστε: f(x0)=e. 


155. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα [α, β], τότε υπάρχουν x1,x2ε[α,β] µε 


f(x1)≤f(x)≤f(x2). 


156. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,β] τότε δεν µπορεί να εχει σύνολο τιµών το R. 


157. Αν το 0 ανήκει στο π.ο της f τότε )0(f)x(flim
0x


=
→


. 


158. Αν το xo ανήκει στο π.ο της f και  )x(flim)x(flim
oo xxxx
+− →→


=  τότε η f συνεχής στο xo . 


159. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,β] τότε η f συνεχής στο χ=α. 
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160. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,β]  µε f(α)≠f(β)τότε παίρνει µόνο τις τιµές 


µεταξύ των f(α),f(β) . 


161. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,β] µε f(α)f(β)>0τότε η f διατηρεί σταθερό 


πρόσηµο στο [α,β]. 


162. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο Α τότε η f στο Α έχει µέγιστη και ελάχιστη τιµή. 


163. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο διάστηµα [α, β], τότε το 


σύνολο τιµών της είναι: [f(α), f(β)]. 


164. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα [α, β], τότε το 


σύνολο τιµών της είναι: [f(β), f(α)]. 


165. Κάθε συνεχής συνάρτηση f στο [α, β] µε f(α) ≠ f(β), παίρνει µόνο τις τιµές µεταξύ των 


f(α) και f(β). 


166. Αν η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο ),0( ∞+ , τότε το σύνολο τιµών της είναι 


το διάστηµα 











+∞→→


)x(f),x(f limlim
x0x


. 


167. Έστω µια συνάρτηση f συνεχής στο διάστηµα [α, β]. Αν η f είναι 1-1 στο [α, β], τότε 


είναι και γνησίως µονότονη στο [α, β]. 


168. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0 µε 0)x(f 0 ≠ , τότε κοντά στο x0 οι τιµές της f 


είναι οµόσηµες του f(x0). 


169. Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο διάστηµα ∆, τότε η 


αντίστροφή της είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο f(∆). 


170. Αν η συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού ένα διάστηµα ∆ είναι συνεχής και 1-1 στο ∆, τότε 


η συνάρτηση f
-1


 είναι συνεχής στο f(∆). 


171. Κάθε συνεχής συνάρτηση µε πεδίο ορισµού το R έχει µέγιστη και ελάχιστη τιµή. 


172. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0 και η συνάρτηση g δεν είναι συνεχής στο x0, 


τότε η συνάρτηση f+g δεν είναι συνεχής στο x0. 


173. Αν οι συναρτήσεις f, g δεν είναι συνεχείς στο σηµείο x0 του κοινού πεδίου ορισµού 


τους, τότε η συνάρτηση f+g δεν είναι συνεχής στο x0. 


174. Aν η συνάρτηση f είναι συνεχής σ’ ένα σηµείο x0 του πεδίου ορισµού της, τότε και η 


f
2
 είναι συνεχής στο x0. 


175. Αν η f έχει αντίστροφη συνάρτηση f
-1


 και η γραφική παράσταση της f έχει κοινό 


σηµείο Α µε την ευθεία ψ=χ, τότε το σηµείο Α ανήκει και στην γραφική παράσταση 


της f
-1


 .  


176. Αν η f είναι συνεχής στο [α,β] µε f(α)<0 και υπάρχει ρε(α,β) ώστε f(ρ)=0, τότε κατ’ 


ανάγκη f(β)>0.  


177. Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ και δεν µηδενίζεται σ΄ αυτό, 


τότε αυτή ή είναι θετική για κάθε χε∆ ή είναι αρνητική για κάθε χε∆, δηλαδή διατηρεί 


πρόσηµο στο διάστηµα ∆.  


178. Αν 0)x(flim
ax


=
→


 και f(x)>0 κοντά στο  α  τότε  +∞=
→ )x(f


1
lim


ax
. 


179. Ένα τοπικό µέγιστο µπορεί να είναι µικρότερο από ένα τοπικό ελάχιστο. 


180. Το µέγιστο είναι τοπικό ακρότατο, το αντίστροφο δεν ισχύει πάντα. 


181. Το µέγιστο είναι µεγαλύτερο από τα τοπικά µέγιστα. 
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………………………….το µέλλον θα είναι καλό αν φροντίσεις σωστά τα θέµατα του παρόντος  SLS… 
 


182. Το µεγαλύτερο από τα τοπικά µέγιστα δεν είναι πάντα µέγιστο. 


183. Αν xo εσωτερικό του ∆ και παρουσιάζει τοπικό ακρότατο τότε f΄(xo)=0. 


184. Αν xo ε ∆ και παρουσιάζει τοπικό ακρότατο και παραγωγίσιµη τότε f΄(xo)=0. 


185. Οι πολυωνυµικές συναρτήσεις βαθµού µεγαλύτερου ή ίσου του 2 δεν έχουν 


ασύµπτωτες. 


186. Οι ρητές συναρτήσεις 
)(


)(


xQ


xP
, µε βαθµό του αριθµητή )(xP  µεγαλύτερο τουλάχιστον 


κατά δύο του βαθµού του παρονοµαστή, δεν έχουν πλάγιες ασύµπτωτες. 


187. Η γραφική παράσταση µιας γνησίως µονότονης συνάρτησης  ƒ: ℜ → ℜ διέρχεται από 


τα  σηµεία  Α(3,2) και Β(4,-1) .   Να αποδείξετε ότι η ƒ είναι γνησίως φθίνουσα 


Να λύσετε την ανίσωση : ƒ (
ƒ-1


(χ) –1) < 2 


188. Έστω ƒ: (0,+∞) → ℜ δύο φορές παραγωγίσιµη συνάρτηση στο (0,+∞) και α, β, γ >0  


µε  α<β<γ τέτοια ώστε  ƒ(α) = α , ƒ(β) = β , ƒ(γ) = γ . Να αποδειχθεί 


 Υπάρχουν κ, λ τέτοια ώστε ƒ(κ) = κƒ΄(κ) και ƒ(λ) =λƒ΄(λ) 


Αν  η  ευθεία  που  διέρχεται από τα σηµεία  Α(κ, ƒ(κ))  και Β(λ, ƒ(λ)) διέρχεται και 


από το σηµείο Ο(0,0) , να δειχθεί ότι υπάρχει χ 0> 0 : ƒ ΄΄(χ0 ) = 0 


189. ′ ′+∫ ∫
β ββ


αα α
f(x)g (x)dx =[f(x)g(x)] f (x)g(x)dx , όπου f΄,g΄ είναι συνεχείς συναρτήσεις στο 


[α,β]  


 







